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Reseni 5. série
Uloha A5. Najdéte vSechny funkce f : (0,1) — R, Ze pro vSechna x,y € (0,1) plati
(z—y)? <|f(@) = fy)] < |z —yl.

Reseni. Volbou z =0, y =1 ziskdme 1 < |£(0) — f(1)| < 1, ¢ili |f(0) — f(1)| = 1. Dale z voleb
y=0ay=1rziskdme |f(0) — f(z)| < |z| =z a |f(z) — f(1)| < |z -1 =1—=.

Z trojuhelnikové nerovnosti mame 1 = |f(0) — f(1)| = |(f(0) — f(x)) + (f(z) — f(1))] <
[f(0) — f(z)| + |f(z) — f(1)] < 24+ (1 —z) = 1. VSude musi tedy nastdvat rovnosti, takze
specidlné |f(0) — f(z)| = z. Tedy pro kazdé z je f(z) = f(0) &+ . Kdyby pro néjakd z # 0 # y
bylo f(z) = f(0) + = a f(y) = f(0) —y, pak z +y = |z +y| = |f(0) + = — (f(0) —y)| =
£(@) — F@)| < |z — y| < max{z,y} < o +y, co7 je spor.

Tedy jediné mozné vyhovujici funkce jsou f(z) = c+x a f(z) = ¢ — x pro ¢ € R. Zkouskou
ovéfime, ze vyhovuji:

Kdyz f(z) = ¢tz a f(y) = ¢ £y se stejnym znaménkem, pak |f(z) — f(y)| = |z — y|.
Pravé nerovnost je zjevné splnéna (dokonce s rovnosti), leva plyne z toho, Ze pro z,y € (0,1) je
‘x - y| € (07 1>‘

Poznamky opravujictho. Lidi, délejte zkousku. Nebo alespon feknéte, Ze je jasna. Ale zmirite
ji. Jinak se za to strhavaji body.

Jinak, vétsina feseni si BUNO f posunula o konstantu a ptipadné otodila tak, aby f(0) =0
a f(1) =1, a pak pracovala s tim. Ale §lo to i bez toho, jak ukazuje vzorék.

Par lidi zkouselo pouzit vysokoskolskou analyzu. Tém, co se odvolavali na spojitost, to
proslo. Tém, co se odvolavali na derivace, to neproslo, protoze nikde nefekli, ze uvazovana
funkce derivovat jde. (Rado Svarc)

Uloha G5. V trojihelniku ABC jsou body D, E a F paty vysek z vrcholti A, B a C. K strandm
AB a BC pripiseme zvenku podobné pravouhlé trojuhelniky ABK a CBL s pravym uhlem
u vrcholu K, respektive L. Stred AF oznac¢ime M a stied CD jako N. Dokazte, ze stiedy
kruznic opsanych trojihelnikim DEF, EKL a BM N lezi na jedné pfimce.

Resent.

Pokud trojuhelnik ABC' je rovnoramenny se zakladnou AC, pak tvrzeni je trivialni diky
symetrii podle osy tusecky AC. Na této ose lezi vSechna zminéné opsisté. Predpokladejme tedy,
ze BUNO |AB| > |CB].

Necht S, X,Y postupné znaci stiedy tsec¢ek AC, AB a BC'. Ukéazeme, ze vSechny zminéné
kruznice prochézeji body E, S, tedy sdileji jednu spole¢nou tétivu a jejich opsisté lezi na ose
usecky ES.

Pro DEF je to jednoduché, protoze jedna se o Feuerbachovu kruznici trojuhelnika ABC,
kterd prochazi vSemi stredy stran.

V trojahelniku ACF je M S stiedni pfickou, tedy M S || FC, z ¢ehoz plyne ZEM B = 90°.
Analogicky plati téz ZENB = 90°. Na Thaletové kruznici nad Gseckou BE lezi tedy tfi body
M,N,S.

U trojuhelnika EK L mame vice zpusobi, jak postupovat.

Proni fedeni (podobné trojuhelniky): Ukdzeme, ze S je antiSvrk. Ozna¢me thly v trojuhel-
niku ABC standardné pomoci «, 3, a thel ZABK = ZCBL = §. Vsimneme si, ze X,Y jsou
stiedy kruznic opsanych trojahelnikim ABK, resp. C BL. Tedy plati

[SX|=|BC|/2=|YC| =YL,
|SY| = |BA|/2 = | XA| = |XK]|.
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Dale diky vztahu stfedového a obvodového uhlu plati, ze
/SXK = /AXK + ZAXS =26 + 8.

Totéz plati i pro ZSY L, a proto ZSXK = ZSY L a trojuhelniky SXK,SLY jsou shodné
podle sus, tudiz |SK| = |SL|. Déle jsou ¢étyfuhelniky BECL a BEAK diky pravym uhlam
tétivové, a proto

/BEK = /BAK = /BCL = /BFEL.

Neboli BE je osou thlu KEL, z ¢ehoz plyne, ze SE je vnéjsi osou a mame vyhrano.

Druhé resent (Spirdini podobnost podle Radka Olsdka): Necht P, Q jsou body takové, ze K, L
jsou postupné stiedy tsecek BP, resp. BQ. Rovnoramenné trojihelniky PBA a BQC jsou pfimo
shodné, a proto existuje spiralni podobnost, ktera prevadi trojuhelnik PBA na BQC. Uvazujme,
ze tato spiralni podobnost necha body P, B, A klouzat po useckach k ptislusnym bodum B, Q, C.
V poloviné tohoto procesu dostaneme trojuhelnik K'LS, a proto Z/ZKSL = /PAB = Z/KFEL, coz
znamena, ze KSFEL je tétivovy.

Treti TeSeni (Siz-feet theorem podle Matéje DoleZdlka): Necht Z je prisec¢ik AK s CL.
Uvazujme kamarada T k bodu B v trojuhelniku AC'Z, pak podle Six-feet theorem plati, ze Sest
pat kolmic dvou boda B, T na strany trojihelnika AC'Z lezi na jedné kruznici. Paty kolmic z B
jsou K, L, E. Ukazeme, ze pata kolmice z T na AC je pravé S, protoze

LTAC = Z/BAK = /BCL = ZTCA.

Pozndmky opravujictho. Nejtézsi cast tlohy byla dokazat, ze S lezi na kruznici opsané troj-
thelnika EK L, za kterou jsem udélil pét bodta. Pochvalil bych fesitele, ktefi nezapomnéli na
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specialni pfipad rovnoramenného trojihelniku, protoze pfi splynuti bodd E, S by nékteré argu-
menty nemusely fungovat.
(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha C5. Existu ije nekoneény systém S podmnozin pfirozenych ¢isel takovy, ze prinik libovol-
nych 2018 mnozin S1,S2,...,S52018 € S je neprazdny, zatimco prinik libovolnych 2019 ruznych
mnozin S1, 52, ...,S52019 € S je prazdny?

Reseni. Ano, systém s pozadovanou vlastnosti existuje! Ukazeme si hned tfi zpiisoby, jak ho
zkonstruovat:
Prong tesent (trik s prvocdisly): Nejprve si sefadime vSechna prvoéisla do rostouci posloup-

nosti, tj. p1 = 2,p2 = 3... Potom miZeme vzit nekoneény systém Sip,S2,..., pfiCemz i-ta
mnozina obsahuje vSechny nasobky p;, které maji pravé 2018 prvociselnych déliteld. Tento
systém vyhovuje zadani, nebot prunik libovolnych 2018 mnozin Sq, ..., Sasys Obsahuje Eislo

PayPasy - - - Pagors, tudiz je neprazdny, naopak kazdé prirozené Cislo je zfejmé obsazeno v nejvyse
2018 mnozinach, takze prinik 2019 riznych mnozin musi byt prazdny.

Druhé tesent (trik s bindrkou): Kazdé pfirozené ¢islo si miizeme napsat ve dvojkové soustave,
pak muzeme zvolit S; jako éisla, kterd maji ciferny soucet 2018 a maji jedni¢ku na i-té pozici
(to je ta, ktera odpovida 2°~1). Tento systém pak vyhovuje z podobnych diivodi, jako ten v
prvnim FesSeni.

Treti Tesent (TeMno): Uvazme mnozinu M, obsahujici v8echny 2018prvkové podmnoziny
ptirozenych &isel. M je nekoneéna podmnozina N2018 coz je, jak znamo, spodetnd mnozina,
takze M je nekonecné spocetna. To znamend, ze si jeji prvky muzeme ocislovat pfirozenymi
Gisly jako My, Mo, ... (kazdy prvek M se v této posloupnosti vyskytne préavé jednou). Ted staci
zvolit S; = {j € N:i € M;}. Kazdé ¢islo se vyskytne v pravé 2018 mnozinich systému, takze
prinik libovolnych 2019 musi byt prazdny. Naopak pokud {a1,...,a2018} = Mk, vyskytuje se
k vSech mnozinach S,;, takze maji neprazdny prunik a dany systém vyhovuje.

Poznamky opravugictho. VSechna feSeni, kterd pouzila néktery ze dvou vyse uvedenych trika,
ze bez vétsich problému dostala k cili. Vétsina z vas se vsak pokusila o pfimocarejsi postup, za-
lozeny na poparovani 2018tic pfirozenych cisel s pfirozenymi ¢isly. Tam uz se vyskytla fada pro-
blému. Nékteri zapomnéli dokdzat (nebo alespori zminit), Ze mnozina vSech 2018tic je spocetna,
pfestoze je to nutnd podminka k tomu, aby dané parovani existovalo. Jini se pokusili systém
sestrojit induktivné, pricemz se skoro vsSichni dopustili néjaké chyby, napriklad pfi prohlaseni,
ze existence libovolné velkého konec¢ného systému vynucuje existenci nekonecné velkého. Takové
argumenty bohuzel obecné nefunguji, protoze tfeba bez problému najdeme libovolné dlouhou
konecnou klesajici posloupnost pfirozenych cisel, ale nekonecna presto neexistuje. Jini vyu-
zili nekone¢ného procesu, aniz by dokazali, Ze limitné povede k néjakému vysledku. V bézné
kombinatorické tuloze by se nejspi$ jednalo pouze o zanedbatelné nedostatky, prace s nekonec-
nymi objekty ovSem vétsinou vyzaduje mnohem vétsi opatrnost. Pro ziskdni lepsi predstavy
doporucuji precist seridl PraSete od Mirka Olsadka o teorii mnozin, dostupny naptiklad zde:
https://mks.mff.cuni.cz/archive/35/serial.pdf.

(Danil Kozevnikov)

Uloha N5.  Necht k Jje sudé prirozené cislo. Pavel si nejdiive vybere prirozené cislo No vétsi nez
1, napise ho na tabuli a kazdou minutu opakuje nasledujici krok: vezme si néjakého prvociselného
délitele p c¢isla N zrovna napsaného na tabuli, smaze ptivodni N a misto néj napise N - (p'€ —p~ ).
Dokazte, Ze existuje nekonec¢né mnoho sudych piirozenych cisel k takovych, ze ¢islo na tabuli
bude v néjaké chvili délitelné 2018 bez ohledu na to, co Pavel déla.

Reseni. Dokazeme, ze k = 1009™ —1 vyhovuje pro kazdé m, ¢imz najdeme hledanych nekoneéné
mnoho sudych ¢isel.
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Definujme S(z) jako soudin prvociselnych délitelii z, které nejsou kongruentni s 1 modulo
1009 (i s nésobnosti). Takové funkce je ziejmé multiplikativni. Uk4dZzeme, Ze pokud upravené N
nebude délitelné 2018, pak se hodnota S(N) snizi. To bude spor, nebot S(NN) se jako p¥irozené
&islo nemtize sniZzovat do nekoneéna. Upravené N budeme dale znadit N'.

Nejprve predpokldddme, ze p = 1 (mod 1009). Potom se N zméni na % - (p
Z volby p dostavame (p!009™ —1) = (11909™ _1) = 0 (mod 1009). Proto je p'29™ —1 délitelné
1009. Stejné tak je ziejmé p liché, z &ehoz 2 | pt009™ — 1. Protoze ani 2, ani 1009 nedéli p, je
jimi délitelné i celé N’. To znamené, %e v tomto piipadé uz bude ¢islo délitelné 2018.

Nyni uvazujme p Z 1 (mod 1009). Rozlozime si druhou zavorku na

1009™ _ 1) .

N m
N’ = ; . (p1009 _ 1)

. (p _ 1) . (p1009m71 +p1009m72 RS 1)

= |z

m
1009™ _ 1. To zna-

Uvazujme libovolné prvocislo g, které déli druhou zavorku. Potom ¢ déli i p
mend, ze ordg(p) | 1009™.
Nejprve vyfesime piipad, Zze ordg(p) = 1. Tedy plati, ze p = 1 (mod q). Protoze ¢ déli

druhou zavorku, dostavame
0= (p1009””—1 +p1009’"—2 L) = (11009""—1 4 11009™ =2 4 1) = 1009™ (mod q).

Z toho snadno vyplyva, ze ¢ = 1009 a vybrané p je proto kongruentni s jednickou modulo 1009,
coz jsme jiz vytesili.
To uz znamena, ze pro kazdé prvodislo ¢, které déli druhou zavorku, plati 1009 | ordq(p).
Zaroven z Malé Fermatovy véty dostavame ordg(p) | (¢ — 1). Dohromady proto 1009 | (¢ — 1).
Pokud se vratime zpatky k definici S(IN), znamena to, Zze prvodéislo ¢ neptispéje k hodnoté
(p=1)
P

S(N'). K hodnoté S(N') proto pfispéje pouze vyraz N - . Avsak prvoéislo p jsme volili tak,

aby S(p) = p. Potom s vyuzitim multiplikativity funkce S odhadneme

S(p—1 -1
sV = s(vy- 222D gy P2 gy,
S(p) P
To znamend, ze hodnota S(N) v kazdém kroku klesd, ¢imz mame hotovo. (Pavel Hudec)



