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Uloha A2. Nech P(z) je polyném stupnia n s redlnymi koeficientami a vedicim koeficientom
rovnym 1. Ukdzte, ze vieme néjst dva polyndmy Q(z) a R(x), ktoré su oba stupna m, maju
vSetky korene redlne a ich veduci koeficient je rovny 1, také, ze P(z) = Q(x)/2 + R(z)/2.

Riesenie. Méame dokézat, Ze vieme najst také dva polynémy. Preto sa pokusime ich skonstru-
ovat.

Lemma. Pre kaZdi mnoZinu n usporiadanygch redlnych dvojic (x;,y;), kde x; # x;, pre i # j,
existuje polyndm Q(x) stupria n s redlnymi koeficientmi a vedicim koeficientom 1, taky, Ze

Qzs) = ys-

Dokaz. Tento existencny dékaz urobime konstrukciou takého polynému.
Najprv zostrojime polyném Q’(z), ktory bude prechddzat danymi bodmi (z;,y;) a bude
mat stupen n — 1. Tento polyném dostaneme ako stcet n polynémov Q;(x), pricom

* Qj(x;) =y,
o Qj(w;) =0 prei#j.
Potom

n
Q) =>_ Q) =i
Jj=1
Ciastkové polynémy Q ; maju jasne danych m — 1 korefiov. Aby navySe prechadzali bodom
(x4,v;), predelime ich vhodnou konstantou a dostaneme
(z—z1) (@ —mj—1)(@—xjq1) - (35 —¥n)
zy—x1) (25— wj-1)(@5 — zj41) - (35 — Tn)
Potom Q(z) dostaneme tak, ze ku Q’(z) pripo¢itame polyném stupiia n s vedtcim koeficientom
1 a korenimi z1, ...,xn (lebo taky nezmeni hodnoty v bodoch z1,...,z; a prida ¢len z™). Teda

Q)=Q' (@) +(z—z1)(x —x2) -+ (z — Tn)-

Zrejme Q(x) ma realne koeficienty, vediici koeficient 1 a spltia Q(x;) = y;. Vysledny polyném
tohoto typu sa vola Langrangeov interpolacny polynom.

Qj(z) =y (

Nech je dany polyném P(z) zo zadania. To, aby P(z) = Q(z)/2 + R(z)/2, nebude problém
(zostrojime Q(z) a potom R(x) bude 2P(x) — Q(z)). Potrebujeme vsak zarudif, ze oba buda
n-tého stupnia a budt mat vSetky korene redlne. To, Ze budii mat oba stupenl m, uz vieme
dosiahnuat tak, ze Q(z) zostrojime podla lemy. Zarucit, aby mali aj n realnych korefiov, ndm
pomodze nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie. Ak pre 1 < x2 maji Q(z1) a Q(z2) rézne znamienka, potom medzi r1 a T2 md
polyndm Q(z) redlny koren.

Totiz ak je graf Q(z) niekde nad a inde pod z-ovou osou, tak medzi tymi dvoma bodmi ju
musel pretat (lebo Q(z) je na tom intervale spojité funkcia).

Teraz chceme zostrojit vhodné Q(z). Urobime to pomocou lemy, ¢ize ndm staci urcit jeho
n bodov. Potrebujeme, aby mal n redlnych korenov, tak budeme tieto body dévat striedavo
nad a pod z-ovi os. Aby to platilo aj pre R(z) = 2P(xz) — Q(z), musime ich zaroven davat
striedavo nad a pod 2P(z). Ked Q(a) bude kladné a zaroven vicsie ako 2P (a), tak potom R(a)
bude zaporné. Podobne ak Q(b) bude zadporné a zarovenn mensie ako 2P(b), tak potom R(b)
bude kladné. Takto dosiahneme, ze Q(z) a R(z) budi mat aspont n — 1 redlnych korenov. Avsak
vSetky polynémy maji parny pocet komplexnych korenov, preto posledny koren Q(z) aj R(x)
neméze byt sdm komplexny a teda vSetkych n koretiov je realnych.
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Takze pre nejaki rastticu postupnost {x;}? ; vyberieme postupnost {y;}7, tak, aby

e pre parne ¢ bolo y; = max{2P(x;),0} + 1

e pre neparne ¢ bolo y; = min{2P(z;),0} — 1,
kde max{a, b} (resp. min{a, b}) oznac¢uji maximum (resp. minimum) z danej dvojice a, b. Potom
Q(z) zostrojime podla lemy tak aby Q(z;) = y;. Uréime R(z) = 2P(z) — Q(z).

Zrejme takto zvolené Q(x) a R(z) splhaji aj vztah P(z) = Q(x)/2 + R(x)/2. Navyse oba
maju veduci koeficient 1, stupen n, realne koeficienty, vSetky korene redlne. Totiz pre vsetky i,
0 < i <m, maji Q(z;) (resp. R(z;)) a Q(zit+1) (resp. R(x;+1)) rozne znamienka. Preto medzi
kazdymi x; a z;41 je aspon jeden koren. Teda maja aspon n — 1 realnych korenov. Lenze oba
maji redlne koeficienty, ¢ize musia mat parny pocet komplexnych koretiov. Preto buda mat n
redlnych korenov. (Matus Stehlik)

Uloha C2. Kazdému bodu v dvojrozmernej rovine je priradené reslne é&islo tak, ze pre kazdy
trojuholnik je Cislo v strede jeho vpisanej kruznice rovné aritmetickému priemeru cisel v jeho
vrcholoch. Dokéazte, ze kazdy bod v rovine ma priradené rovnaké cislo.

Riesenie. V prikladoch tohto typu je idedlne prist k rovnostiam hodnét v nejakych dvojiciach
alebo trojiciach bodov. Potom sa tieto dvojice alebo trojice spravnym sposobom pootacaju alebo
popostivaju a z toho vypadne, Ze lubovolné dva body maji nutne rovnaka hodnotu. Presne takto
budeme postupovat.

Uvazujme rovnoramenny lichobeznik ABCD s rovnobeznymi stranami AD a BC. Navyse
predpokladame, ze ABC D nie je zaroveti obdlznikom. Potom existuje prieseénik priamok AB a
CD, ktory si ozna¢ime P. Hodnoty v bodoch budeme oznacovat malymi pismenami. Trojuhol-
niky ACP a BDP maja zrejme rovnaky stred vpisanej kruznice I a preto

p+a-+c —ie p+b+d
3 3 7
odkial dostavame a + ¢ =b+ d.

N4$ plan nadm hovori, Ze potrebujeme spravnym otacanim tento vzfah vyuzit. Podet prstov
na ruke je pit a preto si zoberme pravidelny péatuholnik A; As A3 A4 As. Aplikovanim predoslého
vztahu na rovnoramenné lichobezniky A; A3 A4 As a Ax A3 A4 As jednoducho dostavame aj+aq =
a3 + a5 a az + a4 = a3 + as. Z predoslého zrejme vyplyva a1 = as.

Aby sme nas dokaz skompletizovali, tak pre kazda dvojicu bodov vieme spétne skonstruovat
tato situdciu, a preto sa hodnota kazdych dvoch bodov musi rovnat.

Poznamky opravujiceho. VsSetky spravne rieSenia popisovali rozne geometrické situacie, ktoré
nakoniec viedli k rovnosti hodnét fubovolnych dvoch bodov. Niektoré nespravne rieSenia pred-
pokladali existenciu bodu s najvyssiou hodnotou zo vsetkych. Nanestastie pre riesitela, bodov
je v dvojrozmernej rovine nekonecne vela, a preto nie vzdy je mozné vybrat bod s najvyssou
hodnotou. Staci si napriklad predstavif beznu ¢iselnt os. (Peter ,, Petrzlen“ Csiba)

Uloha G2. Kruz#nica pretina dvakréat kazdu zo strén BC, CA, AB trojuholnika ABC postupne
v bodoch (D1, D2), (F1, E2) a (F1, F2). Priamky D1 E1 a Do F» sa pretinaji v bode L, E1F} a
E2 Dy sa pretinaju v bode M, F1 Dy a F>FEs sa pretinaju v bode N. Dokazte, ze priamky AL,
BM a CN sa pretinaji v jednom bode.

Riesenie (podla Martina Vodicku). Mame dokéazat, Ze tri priamky sa pretinaju v jednom bode.
Jednou z uc¢innych zbrani je Cévova veta. Navyse mame k dizpozicii kruznicu, ktora ndm dodéva
mnozstvo uhlov, a preto ako schodné cesta sa javi napasovat na tlohu Cévovu vetu v goniomet-
rickom tvarel.

1T4 hovori nasledujtce: ak st body X, Y , Z po rade vnitorné body stran BC, AC, AB
trojuholnika ABC, tak priamky AX, BY, CZ prechdzaji jednym bodom prave vtedy, ked
sin |[LACZ|-sin |[LBAX|-sin |[LCBY| __ 1
sin |LBCZ|-sin |[<LCAX|-sin |LABY|
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Najprv zistime, ¢o vieme povedat o sinusoch skiimanych uhlov. Zo sinusovej vety pre
ABM F; plati

. . sin |[<BF1 M|
sin | XABM| = sin|<F1BM| = |F1 M]| - W
Analogicky pre ABM D3 plati
i BDo M
sin |¥CBM| = sin |4 D3 BM| = |Dy M| - %.

Podla vety (uu) AME3F1 ~ AMFE; D2, teda
[FiM| _ |Eaky|
|D2M| — |E1D2|’
Po spojeni predchadzajuicich rovnosti obdrzime
sin |[XABM| _ |EeFy| sin |XBF1 M|
sin|XCBM|  |E1Ds| sin|4BDyM]|’

Uplne tak isto dostaneme
sin‘{BCNl _ |F2D1‘ Sinl{CDlN‘
sin|$ACN| ~ |F1E2| sin|XCEaN]|

aj
Sin‘{CAL| _ |D2E1| SiIl‘<IAE1L|
sin|<BAL| ~ |DiFy| sin|XAFL|’
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V tomto okamihu uz mame vSetko prichystané, aby sme vyuzili Cevovu vetu
sin [ ABM]| - sin [ BCN]| - sin |[SCAL|
sin |[$CBM]| - sin |XACN]| - sin | BAL|
- |E2F1| Sinl{BFlM‘ |F2D1| Sin|<)ZCD1N| |D2E1| sin‘{AElL‘ -
" |E\Dy| sin|<BDyM| |FiEs| sin|¥CE2N| |DiFa| sin|XAFL|
V poslednom kroku sme vyuzili rovnosti obvodovych uhlov na kruznici. Kedze stéin vysiel 1,
priamky AL, BM a CN sa naozaj pretinaji v jednom bode. (Filip Slddek)

Uloha N2. Prirodzené é&islo n je rozlozitelné, ak existuje 2012 prirodzenych éisel a; s nasledu-
jucimi vlastnostami:

(i) n=a1+a2+ - +az012,

(ii)) 1<a; <az <---<a12,

(iii) a; | a;j+1 prei=1,2,...,2011.
Dokazte, ze az na konecny pocet je kazdé prirodzené ¢islo rozlozitelné.
Riesenie (podla Le Anh Dunga). Cislo n nazvime m-rozlozitelné, ak existuje m ¢isel, ktoré
spliiaji analogické podmienky ako v zadani. Pozorovania:

e ak n je cislo, ktoré je m-rozlozitelné, tak ¢islo [ - n je tiez m-rozlozitelné:

k:Z[li

=1

k~l:§:l~ai
i=1

e dislo, ktoré sa da zapisat v tvare p™ 1, je m-rozlozitelné:
P =14+ (- D 4pp -1 +p -+ +p" (1)

Teraz dokazeme indukciou pomocné tvrdenie:
Tvrdenie. Pre kazdé prirodzené m existuje iba koneéne vela prvodisel, ktoré nie si m-rozloZi-
telné.
Dokaz. Mnozinu takych prvodéisel ozna¢me M,,. Pre m = 1 tvrdenie plati trividlne. Predpokla-
dajme, zZe plati pre nejaké m = k — 1. Pozrime sa teraz na prvocisla ¢ vicsie ako 2 - pr—z +1,
kde p; st prvodisla z mnoziny My _1. Ukdzeme, Ze ¢islo q%l je (k — 1)-rozlozitelné.

Ak obsahuje qgl prvodislo, ktoré nie je v My_1, tak zrejme je (k — 1)-rozlozitelné. Ak

obsahuje iba prvoéisla z M} _1, tak musi obsahovat niektoré prvoéislo aspoii v mocnine k—2 (inak

by ¢ bolo mensie ako 2 - pr_Q +1). Cislo q;21 je teda rozloziteIné na nejaké ai,az,...,ar_1,
ktoré vyhovuju zadaniu a ¢ potom vieme rozlozit na 1, 2a1, 2as, . . ., 2ax_1 = q je k-rozlozitelné.
My, je teda koneénd pre kazdé prirodzené k. O

O ¢&isle n vieme povedat, ze ak obsahuje nejaké prvodéislo p, ktoré je m-rozlozitelné, tak aj
n je m-rozlozitelné. Dalej, ak obsahuje niektoré prvoéislo v mocnine aspon m — 1, tak je takisto
m rozlozitelné. Teda jediné &isla, ktoré nie st m-rozlozitelné, su iba tie, ktoré zaroven

e obsahuju iba provocisla z My,

e obsahuju kazdé prvocislo v mocnine najviac m — 2
Tych je ale zrejme koneény pocet. RieSenie naSej ulohy dostaneme ako Specidlny pripad m =
2012.

Pozndmky opravujiceho. Viacerym z vas bol udeleny bod nad maximéalny pocet za vSeobecny
pristup k tlohe. (Ondrej Kovéc)
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