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RiesSenia 3. série

Uloha C3. Maja a Vilko sa hraji na nekonecnom plaste medu (rovine rozdelenej na Sestuhol-
niky). Na zaciatku su vSetky Sestuholniky prazdne. Maja vzdy prileti a naplni dva susediace
Sestuholniky medom, nédsledne prileti Vilko a med z lubovolného Sestuholnika zje. Maja vyhra,
ak se jej podari zaplnit k za sebou idtcich Sestuholnikov v jednom rade. Najdite najvicsie k
také, ze Maja dokaze vyhrat nezavisle na tom, ¢o robi Vilko.

Riesenie. Dokaz si rozdelime na dve Casti.

V prvej dokézeme, ze k < 6. Sestuholnikovt siet si ofarbime tak, ako na obrazku, tj. zelenou
farbou zafarbime v kazdom tretom riadku kazdé tretie policko, pricom v riadkoch nad sebou budi
zelené policka zvolené tak, aby sa nedotykali. Potom v kazdom riadku (nielen vo vodorovnom)
budt vzdy zafarbené policka na vzdialenost 3 od seba. To sa d4 volne odargumentovat tym,
ze ofarbenie je jednoznacCne definované, pretoze v kazdom riadku je iba jedno policko, ktoré
sa nedotyka ani jedného z tych, ktoré sa zafarbené v spodnejsom riadku. Takto zadefinované
ofarbenie bude analogické pre Iubovolnt dvojicu susednych riadkov, preto sta¢i povedat, Ze
z obrazka je jasné, ze dané ofarbenie funguje pre danu cast obrazka a pre celt rovinu bude
fungovat, lebo relativne pozicie poli¢ok st analogické.

Vilkova stratégia je nasledovna: Akonahle Majka zaplni nejaké z ofarbenych policok, Vilko
med z tohto policka zje. Ak Majka zaplni nejaké iné policka, Vilko zje Tubovolné z nich. Kedze
zafarbené policka st v Tubovolnom riadku na vzdialenost 3 od seba, Majke sa nikdy nepodari
zaplnit viac ako jedno zafarbené policko v jednom fahu. To ale znamend, Ze pocet zaplnenych
zafarbenych poli¢ok nikdy nepresiahne 1. Na to, aby mohla Majka zaplnit 6 a viac poli¢ok v
rade, by ale potrebovala mat zaplnené aspon dve zafarbené policka, ¢o evidentne nie je mozné.
Preto k£ < 5.

Pre k = 5 je potrebné uviest vyhravajicu stratégiu pre Majku. Na obrazku mozete vidiet
prehladnt konstrukciu Majkinej stratégie. Hra prebieha na riadkoch, to vSak nemusi byt nutné,
zdlezi to od toho, ako sa Vilko rozhodne zjest policko z trojuholnika. Ale konstrukcia je robend
tak, aby sa dala bez ujmy na vSeobecnosti previest v Tubovolnej dvojici riadkov (& uz vodo-
rovnych, alebo diagonalnych). Takisto Vilkove fahy st robené bez ujmy na vSeobecnosti, t.j.
ak by mal maf Vilko dve mozZnosti, ako tahat, potom tieto dve moZnosti st osovo symetrické
podla osi obrazca tvoreného zaplenenymi $tvoréekmi, popripade je Vilkov tah rozvetveny do
dvoch moznych tahov. A samozrejme Vilko vzdy faha tak, aby Majka hned dalsim fahom ne-
vyhrala. Majkinym cielom je dostat v oboch riadkoch naraz situaciu, Ze hned pri dalsom fahu
bude schopna z lubovolného z nich spravit piticu. Tym padom méze Vilko zabranit tejto hrozbe
iba na jednom z nich (pretoze nemaju spolo¢né policko), a teda do toho druhého Majka doplni
potrebnym spésobom medy.
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(Martin ,Vodka“ Vodicka, Peter , Pedro* Stkenik)

Uloha A3. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vsetky dvojice redlnych cisel x,y
plati:
fwf (@) —=z) = f2)f(y) + 2=

Riesenie. Po dosadeni x = y = 0 do zadania: f(0) = f2(0), teda f(0) = 0 alebo f(0) = 1.
Rozoberieme oba pripady.

1. pripad: f(0) =0

Dosadenim z = —z, y = 0 dostavame
FOf(=2) +2) = f(—2)f(0) — 2z
f(@) = —20
Po dosadeni f(z) = —2z do zadania zistime, Zze dana funkcia vyhovuje.

2. pripad: f(0) =1
Dosadenim z = z, y = 0 dostavame
fOf(z) — z) = f(2)f(0) + 2z
f(—z) = f(z) + 2z (1)

Ukéazeme, ze f(1) = 0. Sporom, nech f(1) = ¢ # 0. Plati f(—-1) = f(1) +2 = ¢+ 2.
1

Dosadenim z = 1, y =
PR 1) = s (3) +2

e

Dosadenim z =

JO0) =2+ + 2 =1

c
Nastal spor s f(0) =1, teda f(1) = 0.
Dosadenim z = —1 do (1) dostavame f(—1) = f(1) + 2 = 2. Po dosadeni z = z, y = —1 do
zadania dostavame
f(=f(@) —2) = f(@) f(=1) + 22 = 2f(2) + 2z
Podla (1) plati:
f(=f(@) —z) = f(f(z) + @) + 2f(2) + 2z
Spojenim vys$sie uvedenych rovnosti
f(f(@) + ) +2f(z) + 2z = f(—f(z) — )
f(f(@) + ) +2f(z) + 22 = 2f () + 2z
f(f@)+z)=0
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Ak ukdzem, Ze existuje prave jeden koreti k funkcie f, tak potom bude musiet vyraz f(z)+x
stéle nadobudat hodnotu k, teda f(z) =k —

Nech f(k) =0, plati f(—k) = f(k) + 2k = 2k. Dosadenim z = —k, y = —
f(=Fk) _ 1\ _
£ (-252 k) = s-nr (-3) -2

£(0) = 2kf (—%) — 2k

[SIES

Prava strana rovnice je nenulova, nutne k # 0:

1 1
i e
= (3)

KedZe prava strana rovnice je konstanta, aj koren k je jednoznacne urleny, ¢ize koren k je jediny.
Vieme, ze f(1) =0, teda 1 je jediny koren funkcie.
Zéroven vieme, #e funkcia musi splhat f(z) = k — 2 = 1 — x. Po dosadeni f(z) = 1 — x do
zadania zistime, ze dana funkcia vyhovuje.

Vyhovuja funkcie f(z) =1—z a f(z) = —2z. (MiroSlavoMir(o))

Uloha N3. Uvazujme nekonstantnu aritmetickt postupnost realnych ¢isel ai,as,. .., an,. ...
Predpokladajme, ze existuju nesiudelitelné prirodzené ¢&isla p,q > 1 také, ze a%, aZ_H a ag_H su
tiez ¢clenmi tejto aritmetickej postupnosti. Dokazte, ze vsetky ¢leny tejto aritmetickej postupnosti
su celé cisla.
Riesenie. Diferenciu nasej postupnosti si oznaéme d. Najprv ukdzeme, Ze a1 aj d s racionalne,
a teda aj celd postupnost je raciondlna.

Kedze a%, athl, a3+1 su v nasej postupnosti, tak ich vieme zapisat ako:

a%:al + zd,x € Ng a§+1:a1 +yd,y € Ng a(21+1:a1+zd,z€N0

ai 41 vieme zapisat aj inak, a to tak, Ze rozpiSeme a, 1 pomocou diferencie a nasledne umoc-
nime. a§+1 = (a1 +pd)? = a% + 2a1pd + p2d?, z ¢oho

“127-&-1 —a? =2a1pd + p2d® = a1 + yd — (a1 + zd) = d(y — z),

teda dostaneme 2a1p + p?d = y — x € Z. Preto aj 2a1pq + p*>qd € Z a podobne pre g dostaneme
2a1pq + pg?d € Z. Po odéitani tychto 2 celych &isel dostaneme p2qd — pg?d = d(p?q — pq?) € Z,
z &oho uz ale vidime, e d € Q a spojenim s 2a1pq + p?qd € Z mame aj a1 € Q.

Teraz vieme napisat a1 a d ako zlomok : a1 = ;- ad = #, kde nsd(k,l,m) = 1. Pokial
m = 1 tak zadanie plati. Inak si zoberme nejaké prvocislo r, ktoré deli m.

Najprv predpokladajme, Ze r { k. Potonf!| v.(a2) = vr(%) = vr(#), pri¢om posledni
rovnost mame vdaka nesudelitelnosti. AvSak si vSimneme, Ze a1 aj d maju v menovateli m, tak
kazdy ¢len postupnosti sa da zapisat ako k:’nf L , pre nejaké f, teda ziadny clen nemé valuéciu

mensiu ako vr(%), ¢o je v nasom pripade spor. Preto 7 | k.

2
Samozrejme plati r 1 I, kedze k, [, m st nesudelitelné. UT(aZJrl) = vr((kzigl)), z toho ale
vidime, ze r musi delit citatela, kedZze sme uz zistili Ze kazdy ¢len postupnosti méa r-valuaciu

aspoi vr(%). Podobne dojdeme na to, ze r deli aj Citatela ai_H.

ISymbolom v, (z) oznacujeme najvys$iu mocninu prvoéisla r, ktoré deli x. A ak r deli me-
novatela z, tak je to zdporna mocnina. Inak povedané r—V7(®)g je celé &islo nedelitelné .
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Potom ale r | (k+pl)?2 = r | (k+pl) = r | pl = r | p analogicky r | g, €o je spor s nestdelite-
Inostou p, q.

Preto naozaj m = 1, a a1 a d su celé &isla, a potom aj celad postupnost st celé éisla, ¢o sme
cheeli ukazat. (Martin ,,Vodka“ Vodicka, Samuel Slddek)

Uloha G3. Dve kruznice k1 a ks so stredmi v bodoch O1 a O3 sa pretinaju v bodoch M, N.
Ich spoloc¢na dotyc¢nica t blizsia ku M sa dotyka ki1 v bode A a ko v bode B. Bod C je taky bod
na kruznici ko, e BC' je priemer. Dalej D je priese¢nik priamky O102 s priamkou kolmou na
AM prechadzajicu bodom B. Dokazte, ze M, D a C lezia na jednej priamke.

Riesenie. Budeme riesit ulohu pre konfiguraciu na obrazku. V ostatnych pripadoch sa dékaz
lisi len v konkrétnostiach v pocitani uhlov.

C
—
N
’ 02
O | —D _____________ i
e ———————
X
M
A - .,

Oznaéme X projekciu B na AM. Dalej oznaéme D’ prieseénik priamok BX a CM. N4as ciel je
ukézat, Ze O1, D’, O2 lezia na priamke.

Z vety o usekovom uhle plynie rovnost zelenych uhlov na obrazku («D'CB = <MCB =
<M BA). Dalej zrejme <CBD’ = 90° — <D'BA = <BAM. Podla vety uu su teda trojuhol-
niky ABM, BC D' podobné. Existuje teda $pirdlna podobnost, ktora zobrazuje jeden na druhy.
Pritom uhol tejto podobnosti je 90°, kedze AB 1 BC. Tiez je zrejme Oz stred BC. Ozna¢me
este T prieseénik M N a AB. Z mocnosti bodu T ku kruzniciam zrejme plynie |TA| = |T'B|.
Priamky MT, D’O2 st teda taznice v nami uvazovanych podobnych trojuholnikoch. TakZe aj
tieto taznice musia zvierat uhol 90°. Priamky O2D’, T'M st teda kolmé. Zrejme ale tiez priamky
0201 a TM st na seba kolmé. Z toho uz musi plynit, Ze Oz, D', O leZia na priamke, ¢o bolo
treba dokézat.

Iné€ riesenie. Najprv ozna¢me prieseéniky M N s O102, resp. AB ako P, resp. T. Ako v
predoslom rieseni, T je stred AB. Dalej si uvedomme, Ze bod C' v skuto¢nosti ani nepotrebujeme.
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Dokazované tvrdenie je ekvivalentné tomu, ze |DM|? = |DX]| - |DB|. Tato rovnost skratka
vypoéitame: Pritom z mocnosti bodu D ku (AX B) mame, %e |DX| - |DB| = |DT|? — |TB|?,
kedze T je zrejme jej stred. Dalej uz len poéitame:

IDX] - DB

= |DT|? — |TB|? mocnost D ku (ABM)

= |DP]? +|TP|? — |TB|? Pytagorova veta pre ADPT
= |DM|?> — |MP)? +|TP|?> — |TB)? Pytagorova veta pre ADPM
= |DM|? + (|TP| — |MP|)(|]TP| + |MP|) — |TB|? algebraicka tprava

= |DM|?> +|TM]|-|TN|— |TB|? s¢itanie tseciek

= |DM|? mocnost T ku k1 a ks

To je presne vztah, ktory sme chceli dokazat.

(Patrik Bak)



