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RieSenia 4. série

Uloha N4. Nijdite vsetky funckie f : QT — N také, Ze pre vsetky kladné racionalne &isla z,y

plati £{oy)NSD (f(x)f(y)»f (%) f (i)) =xyf (i) f (i) .

Riesenie. Najprv dosadime do nasej rovnice dvojicu [1, 1] a dostaneme f(1)NSD(f(1)2, f(1)2) =
Ff(1)2, z ¢oho nutne f(1) = 1, kedze obor hodnét funkcie f st prirodzené, a teda kladne cisla.
Teraz dosadime dvojice [q,1] a [1/q,1] a s vyuzitim f(1) = 1 dostaneme nasledujuce vztahy:

F(g)NSD (f(q),f (%)) =af (é)
7 (é) NSD (f (%) 7f(‘1)) = éf@

Ak tieto dve rovnice medzi sebou vynasobime, tak dostavame NSD(f(q), f(1/q))? = 1, &ize

NSD(f(q), f(1/9)) = 1.
Po dosadeni do prvej rovnice mame, ze f(q) = qf(1/q) a po predeleni f(1/q) mame

fla) _
1
r(3)
My vieme, Ze kazdé raciondlne &islo sa d4 jednoznacne zapisat ako podiel dvoch nestde-
liteInych ¢isel. A my sme ho tak prave napisali. Z toho vyplyva, Ze ak ¢ = %, kde a,b sa
" .
NSD(ah) Dostali
sme jedinti moznu vyhovujicu funkciu. Na zaver este musime urobit skusku, aby sme overili, ¢i
naozaj vyhovuje:
Nechz =% ay= 5 kde a,b aj c,d st nedudelitelné. Potom méme

b
1Ga) e (1 ()7 (D)7 (3)1(2)) = SoptamaayoPtecs =
b (o)1 (2) =g =oe

Vidno, ze sktiska sedi. Vyhovuje jedind funkcia, a to f(§) =

nestdelitelné, tak f(q) = a. Alebo vSeobecne to mézeme napisat, ze f(;) =

NSD(a )
(Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha A4. Nechn je prirodzené ¢islo a a1, az, ..., an su dané redlne c¢isla so suctom 0. Najdite
maximum vyrazu £iai+x2a2+- - -+Tnan (v zavislosti od ax, .. .,an), ak viete, Ze r1,x2,...,Tn
st redlne &isla, pre ktoré plati (x1 — x2)% + (z2 —23)2 + ... + (Tn—1 —2,)2 < 1.

Riesenie. Prei=1,2,...,n—1 oznatme y; = x; —xi+1 a A; = a1 + a2+ -- -+ a;. Podmienka
zo zadania ma potom tvar y% + y% 4+ y,% < 1. Podla zadania ap, = —(a1 +a2 + -+ -+ an—1).
Sktimany vyraz potom moZeme ekvivalentne prepisat:

z101 + 2202 + -+ Tnan =
=a1(z1 —zn) +az(@2 —Tn) + -+ an_1(Tn_1 — Tn)
=a1((z1 —x2) + (z2 —x3) + - + (Tp—1 — 2n))+

+aa((za —z3) + (@3 —2a) + -+ @1 —2n)) + -+ an—1(Tn-1 — )
=ai(y1+y2+-+yn—1)ta2+ys+-+yYn—1)+- - +anyn—1
=yia1 +y2(a1 +a2) +ys(ar +az +a3) + -+ yn—1(a1 +az + -+ an—1)
=y1A1 +y2A2 +ysAs + -+ yn—14n-1
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Podla Cauchy—Schwarzovej nerovnosti a prepisanej podmienky zo zadania potom méme
(W Ar+ya Aot Ayn-14n-1)" < (Ui+3+Fyn )(AT+HARH - +AT ) < (AT+AS+ - +A7 )

Po odmocneni nerovnosti a pouziti < |z| potom mame

y1A1 +y2A2 + -+ yn—1An_1 < \/A%+A§+~~~+A%,1

Na dokaz, ze hladané maximum je naozaj \/A% + A% 4+ 4 Ai_l, staci ukdzat, ze v poslednej
nerovnosti nastava rovnost. T4 je trividlna, ked Ay = Ay = --- = A,_1 = 0 (vtedy mozeme
vziat napriklad y1 = 1,92 =y3 = --- = yn—1 = 0). V opac¢nom pripade A%+A§+~ . '+A%,1 >0
a moZeme teda definovat
2 2 2
VATH AR+ A2

prei=1,2,...,n—1. V kazdom pripade, y1,¥2, . . . , yn—1 zrejme spliaji y%+y%+- . -+y12171 <1
Postupnost z1,z2,...,x, potom zrekonstrujeme nasledovne:

Yi

Tpn—1=Yn—-1+Tn

Tn—2 = Yn—-2 + Tn—-1

1 =y1 + x2,

pricom z,, je lubovolné. Tym sme dokézali Ze hodnota \/A% + A2+ 4+ A2_| je naozaj ma-

ximum skimaného vyrazu. (Patrik Bak a Laura Vistanova)

Uloha G4. Nech D, E, F st péty vysok ostrouhlého trojuholnika ABC' postupne z vrcholov
A, B, C. Nech P je taky bod na priamke EF, ze |PF| = |DE| a F lezi medzi E a P. Podobne,
nech @ je taky bod na priamke EF, ze |QE| = |DF| a E lezi medzi F a Q. Oznacme X # E
priesecnik priamky AC s kruznicou opisanou trojuholniku DPE a 'Y # F priese¢nik priamky
AB s kruznicou opisanou trojuholniku DQF . Dokazte, Ze stred strany BC' lezi na priamke XY .

Riesenie. Na zaciatok by sa nam hodilo ukéazat, ze body PDEX a FDQY lezia na svojich
kruzniciach tak, ako boli vymenované. Spravime to pre PDEX. Ozna¢me si uhly pri A, B,C
klasicky «,3,7. Na to, aby platilo, ze bod X lezi na tsecke EC by muselo platif, Ze uhol
|<DPE| > B. Preto? Potom by doty¢nica ku kruznici opisanej PED v bode E zvierala s
priamkou E D uhol vicsi, ako s niou zviera priamka FEC, a teda kruznica by pretla tsecku EC v
bode réznom od E. My vSak ukdzeme: |<DPE| < . Uhol |[<PED| = |180° — 2, ¢o je znamy
fakt ohladom piat vySok (a Iahko sa d4 vyuhlit). Preto plati: |<DPE| + |<PDE| = 28. Stadi
teda ukdzat: |[<DPE| < |<PDE|. To ale trividlne vyplyva z toho, ze |DE| < |DE| + |FE| =
|FP|+ |FE| = |PE]|, ¢o st strany nad inkriminovanymi uhlami. Z toho uz nam vyplyva nami
zelané poradie.

Predpokladajme, ze bod X lezi na tsecke AC (z neskorSieho postupu bude vyplyvat, ze
asponi jeden z X, Y lezia v trojuholniku a potom to uz je BUNV). Oznacme stred tsecky FE
ako K a stred BC ako M. Ulohu si rozdelime na dve ¢asti - v prvej ukazeme, #e kolmica na FE
cez K prechddza cez M (lahsia Cast) a v druhej ukdzeme, Ze body K, X, Y lezia na priamke
ktora je kolmé na F'E. Uvedomme si, Ze toto ndm na dokaz tvrdenia staci, kedze sa zrejme jedna
o tu istt priamku.
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Na doékaz prvej ¢asti ndm staéi si uvedomit, Ze z toho, Ze E, F su pity vySok vyplyva, ze
BCEF je tetivovy so stredom opisanej kruznice v M. Potom M EF je rovnostranny, a teda M K
je na E'F kolmé.

Druhd ¢ast je uz trosku narocnejsia, ale zvladneme aj ti. Na zaciatok trochu pohulime (par-
don, pouhlime). Stvoruholniky BDEA, DEX P st tetivové, preto |[<ABC| = 180° — |[<DEX| =
180° — (180° — |<XPD|) = |[<XPD| = . Ako som uz spominal, plati |[<DEF| = 180° — 20.
Opit z obvodovych uhlov ho vieme preniest na <PX D. Lahkym poé¢itanim zistujeme, ze PDX
je rovnoramenny. Vsimnime si teraz dvojicu trojuholnikov DEX a PFX. Z obvodovych uhlov
dostavame |<FPX| = |<XDE|. Zaroven z rovnoramennosti a zo zadania mame |PX| = |XD| a
|ED| = |PF|. To ale podla vety SUS znamen4, ze trojuholniky X ED a X F'P st zhodné! Nam
bude stacit, Zze st podobné.

Podobnost a orientacia tychto trojuholnikov ndm naznacuje, Ze sa na seba zobrazuju v $pi-
ralnej simernosti so stredom X. Podla vety, ze Spirdlka chodi po dvoch sa na seba v rovnakej
sumernosti zobrazuju aj trojuholniky FEX a XDP. Z toho ale vyplyva, ze FEX je rovnora-
menny. Teda X K je kolmé na FE.

Analogicky by sa dalo ukdzat, Zze aj trojuholnik FEY je rovnoramenny, a teda ze KY je
kolmé na FE. Uvahy neovplyvni ani fakt, ze Y lezi mimo AB, (ak lezi). Po tom, ze dokazeme
toto je ndm vsak jasné, ze prave jeden z X, Y lezi v ABC, lebo lubovolna priamka pretina prave
dve strany trojuholnika (ak neprechadza vrcholom, ¢o sa v nasom pripade moze stat, ale potom
by bol ABC rovnoramenny a naSa uloha trividlna) a stranu BC' priamka kolma na FE cez K
uz pretina.

Teraz uz vieme, ze na priamke kolmej na F'E cez K lezia vSetky tri body M, X, Y, a teda
sami lezia na priamke. Tym je nasa tloha dokazana.

Uloha C4. V rade je 2n—1 lamp. Na zaciatku je iba stredné (n-t4) zapnuts. Dovolené je zobrat
dve nesusediace vypnuté lampy také, ze vSetky lampy medzi nimi st zapnuté a prepnitt vietky
tieto lampy (zo zapnutej na vypnuti a naopak). Kolko najviac takychto tahov mézeme urobit?
Riesenie. (inSpirované rieSenim Radka Olsdka)

Na zadiatok si v§imnime, e v pripade n = 1 sa ned4 urobit ziaden tah. Dalej preto predpo-
kladajme, ze n > 2. Prvych n — 1 lamp interpretujme ako c¢islo v dvojkovej sustave, kde zapnuta
lampa znamend 1 a vypnutd lampa znamena 0. Toto ¢islo budeme oznacovat A. Na zaciatku
zjavne plati A = 0. Tak isto zoberme poslednych n — 1 lamp a tiez ich interpretujme ako ¢islo v
dvojkovej ststave, ale napisané odzadu. (T.j. posledné lampa zodpovedd n—2 4 (n+1)-va lampa
zodpovedé 29). Toto &islo oznaéme ako B. Na zadiatku tak isto B = 0. Okrem toho ozna¢me
&islo strednej lampy (0 alebo 1) C. Kazdy stav tak vieme popisat trojicou &isel (A, B, C'), kde
0<A,B<2" ! -1a0<C <1.Na zadiatku sme v stave (0,0,1).

Budeme teraz rozlisovat 3 typy tahov podla toho, ¢o sa deje so strednou lampou a pozrieme
sa, ¢o robia s naSou trojicou (A4, B, C).

X Toto bude taky tah, ktorym zapneme strednti lampu.Nech sa druhd lampa, ktorti sme
zapli nachadza v prvej polovici. Potom sme zjave tymto tahom zvicsili A o 1 a B sme
nezmenili. To druhé je jasné, a to prvé vyplyva z toho, ze sme 0111 ... 1 na konci bindrneho
¢isla nahradili 1000. .. 0. To znamend, ze vieme prejst od trojice (A, B,0) k (A+1, B, 1).
Mézeme to vSak urobit len v pripade, Ze na konci A je asponi jedna cifra 1, t.j. ked A je
nepéarne. Symetricky (ak druhd lampa, ktort sme zapli je v druhej polovici) vieme prejst
od (A, B,0) k (A,B+1,1), ak B je nepérne.

Y Toto bude taky fah, ktorym vypneme strednti lampu. Podobne ako v pri tahu typu X si
rozmyslime, ze prechddzame od (A, B,1) k (A+ 1, B+ 1,0) a mozeme tak urobit vzdy,
bez ohladu na A, B.

Z Toto je tah, ktory neurobi ni¢ so strednou lampou. To znamend, Ze dve lampy, ktoré sme
zapli, sa nachadzaji obe bud v prvej, alebo v druhej polovici. Ak st v prvej polovici a
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..... 1
gn—i=2 _  _gn—i g on—i—1l —9n—j 4 gn—j—1 = 3.9n—3—1 > 3.1 = 3. Analogicky,
ak st v druhej polovici.

Pozrime sa teraz na sucet A+ B+ % Tahy typu X ho zvicsuja o %, tahy typu Y ho zvidésuju

pretoZze nemozu byt zasvietené vSetky lampy, kedze kazdym tahom aspofi jednu zhasneme. A

toto zodpoveda hodnote, ak je zhasnutd len strednd lampa, inak by to bolo eSte menej. Na

zaCiatku je tento sucet % Preto ak oznacime z,vy, z poc¢ty tahov jednotlivych typov, tak plati

Sa+y)+32<2- (20 —1) - 1.
Z toho mame, ze

2 /3 2 1 ontl _ 5
<Z(:= )< (2.2 t1—1)—-)="1 %,
x+y+z73(2(x+y)+ z)f?’( ( ) 2) 3

No x + y + z je podet vSetkych tahov. NavySe vieme, Ze to je celé ¢islo. To znamend, Ze najviac
2n+1 _5

. o2t 5, . . , on+l_n

vieme urobit ij tahov. Pre parne n to je max. a pre neparne n “—5— tahov.

Spominany pocet vieme skonstruovat jednoducho. Totiz striedanim tahov typu X a Y vieme
urobit nasledovnu vec:

(6K, 6k,1) — (6k+1,6k+1,0) — (6k+2,6k-+1,1) — (6k+3,6k+2,0) — (6k+4,6k+2,1) —
— (6k + 5,6k + 3,0) = (6k + 5,6k + 4, 1) — (6k + 6,6k + 5,0) — (6k + 6,6k + 6, 1)

Vsimnime si, Zze sme naozaj tah X robili len ak prislusné A resp. B bolo neparne - teda sme ho
naozaj mohli urobit.

To znamenad ze pouzitim takychto 8 tahov vieme A aj B zvysit o 6. To znamena, Ze v pripade
parneho n sa za %(2"’1 — 2) tahov dostaneme na (271 —2,2"~1 — 2 0) po ¢om méZeme este
urobit jeden fah typu Y a sme skonéili. Spolu sme urobili %(2"*:l —-2)+1= Qngj tahov, ¢o
je to, ¢o sme chceli.

V pripade neparneho n sa dostaneme na (2"~1 —4,2"~1 — 4,0), po %(2”_1 — 4) ¢om este

) o g P _ n+l_7
mozeme urobif 3 fahy typov Y, X, Y. Spolu urobime %(2" L —4)+3= % tahov.
R . s > . +1_g
Preto odpoved je, ze pre n = 1 nevieme urobit ziadne tahy, a pre n > 2 to je LQn 3 2 |

tahov.

(Martin ,,Vodka“ Vodicka)



