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RiesSenia 2. série

Uloha N2. Lucka mé na tabulin po sebe iducich ¢isel a ma n Stitkov s napisom: ,, Toto ¢islo nie
Jje delitelné ¢islom i.“, prei € {2,3,...,n+ 1}. Kazdy Stitok umiestni vedla ¢isla na tabuli tak,
aby kazdé cislo malo presne jeden stitok. Za spravne umiestneny Stitok dostane Lucka cukrik.
Kolko najviac cukrikov méze Lucka zarucene ziskat bez ohladu na ¢isla napisané na tabuli?
Riesenie. Odpoved je n — 1. Najskor ukdZzem, Ze viac ako n-1 Stitkov sa pre niektoré pociatoéné
¢isla neda ziskat. Zvolme pociato¢né ¢isla od (n+ 1)! po (n+ 1)! +n — 1. Potom zjavne (n + 1)!
nemdze mat ziadny Stitok priradeny spravne, teda ndm ostalo len n — 1 ¢&isel, ktoré mézu mat
spravne $titok, a teda len n — 1 §titkov moze byt spravne priradenych.

Teraz ukdzem, Ze n — 1 stitkov vzdy ide priradif. To ukdZem indukciou. Pre n = 1 tvrdenie
trividlne plati — zrejme sa vzdy d& mat spravne priradenych aspoii 0 Stitkov. Ukdzem teraz, ze
ak tvrdenie plati pre n, plati aj pre n + 1. Zoberme si fubovolnych n + 1 po sebe iducich ¢&isel.
Rozdiel prvého a posledného z nich je potom n. Zrejme teda aspoii jedno z nich nie je delitelné
n + 2. Priradme tomu z nich, ktory nie je delitelny n + 2 (ak nie je ani jeden, hociktorému)
stitok n + 2 — ten je spravne priradeny. A ostalo ndm n po sebe iducich ¢isel a stitky od 2 do
n + 1, teda z indukéného predpokladu vieme spravne priradit este aspon n — 1 $titkov.

(Dominik Rigasz)

Uloha G2. V ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC pretina os vniitorného uhla BAC
stranu BC v bode E a kratsi oblik BC kruznice jemu opisanej v bode M. Uvazme bod D na
kratsom obliiku BC kruznice opisanej trojuholniku ABC' taky, ze |ED| = |EM|. Nech P # A
je bod na tsecke AD taky, ze |<ABP| = |<ACP|. Nésledne nech O je stred kruznice opisanej
trojuholnika ABC'. Dokazte, ze OP L AM.

Riesenie. Nech @ je obrazom bodu M podla BC. Chceme dokézat, ze body P a Q) st kamarati.
Vieme, ze AEOQ je tetivovy, lebo

ZEQO = LEMO = LEAO
Vsimnime si, ze mame tiez
1
/LMAQ = ZEOM = EADOM =/4DAM = LMAP

Vsimnime si tiez, ze bod P je jednoznacne definovany. Nech Q* je kamaratom bodu Q. Potom
bod Q* lezi na tsecke AD a ZABQ* = LZACQ*, takze Q* = P, ako sme chceli dokazat.
Teraz si vS§imnime, ze BCOP je tetivovy, pretoze

/BPC = /BAC + LABP + ZACP = Z/BAC + ZCBQ + £BCQ =

/BAC + ZCBM + /BCM = 2/BAC = ZBOC
Tiez DMOP je tetivovy, pretoze

ZMOP = ZCOP — ZCOM = 180° — ZCBP — /BAC =
180° — ZBAC — LABC + ZQBC = LACM = 180° — ZMDP

Na zaver mame OA = OM, takze staci, ak

LOAP = ZODP = ZOMP,

¢o nechame na citatela, aby si overil 0

Uloha C2. Majme n > 2 danych bodov v rovine X1, Xa,..., Xy a nech r > 0 je realne ¢islo.
Krivos a Dominik hraja nasledujicu hru. Najprv Krivos zostroji suvisly graf's vrcholmi v bodoch
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X1,X2,...,Xn. Potom priradi kazdému vrcholu X; nezaporné realne cislo r;, prei=1,...,n,
aby platilo 37" | r; = 1.Nésledne Dominik vyberie postupnost k+ 1 navzéjom réznych vrcholov
Xiy, Xigy oo 7Xik+1, ze X;; = X1 a pre kazdé j = 1,2,...,k st Xij a X spojené hranouﬂ
Dominik vyhra, ak plati

1j41

1
—— i >,

v opac¢nom pripade vyhrava Krivos. V zavislosti od n urcte najvic¢siu mozna hodnotu r, pre
ktortt ma Dominik vitaznu stratégiu.

Riesenie. Pozadované maximum je

1 _ {(n+41)2 ak n je neparne,
T1 i — 4 -
Ln2 J ' I’n2 -| n(n+2) ak n je parne,

a je dosiahnuté grafom opisanym na konci riesenia.

Uvazujme ¢&isla r;, ktoré Krivos priradi vrcholom X;. Ak nahradi svoj graf niektorou z jeho
kostier, Dominikovu tlohu to len stazi, takze predpokladame, Ze zostrojil strom.

Teraz predpokladajme, ze zostrojil graf a priradil nejaké ¢isla r; vrcholom. Ukazeme, ako
tieto ¢isla upravit tak, aby Dominikova tiloha nebola jednoduchsia.

Uvazujme kazdy list X; s ¢ > 1 a priradme mu sucet ¢isel na (jedinej) ceste z X1 do
X;; vSetky ostatné ¢isla nahradime nulami. Potom stcet, ktory Dominik ziska na kazdej ceste,
sa nezvysi. Na druhej strane, kazdé ¢islo vo vrchole je zapocéitané aspon v jednom liste, takze
celkovy sucet ¢isel sa nezmensi. Krivos teraz méze znizit éisla v listoch tak, aby splnil podmienku
na sucet.

Problém teraz znie: Uvazujme strom s n vrcholmi, zakoreneny v Xi. Nech Li,...,L; st
listy tohto stromu rézne od korenia a nech d; je pocet vrcholov na ceste z X1 do L;. Mame zvolit
nezaporné cisla s, ..., si so suctom 1 tak, aby sa minimalizoval vyraz.

S
T = max —.
1<i<k d;

Nech d = max; d;. Bez ujmy na vseobecnosti nech d = d;. Potom cesta z Xog do L1y ma d—1
vrcholov odli$nych od L;, takze k < n — (d — 1). Teda,

1 1 1 1 1
r2e2 22 s s 2 > :
kZ ; de Ydk T dn—d+1) T | 2H . [2H]

n+1
2

jeden koncovy bod je Xg, a ku druhému je pripojenych n —d + 1 = L

Rovnost nastava napriklad vtedy, ked d = |— ] a graf pozostava z cesty dlzky d— 1, ktorej

%J listov. Kazdému z

tychto listov sa priradi ¢islo pricom vSetkym ostatnym vrcholom sa priradia nuly.

1
n—d+1"’
(Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha A2. David mal dnes naozaj dobry den. Preto si na vyvazenie svojho dna vybral klesajicu
funkciu f : Rt — R, ktord nadobtida vsetky kladné realne hodnoty, a kladné ¢isla a1 # b1.
Cisla a2, b2, a3, b3, ... spaji

An+41 :an+f(bn)7 bn+1 :bn+f(an)

pre kazdé n > 1. Ukaste, Ze existuje prirodzené &islo m také, Ze |am — bm| > 22025,

IDIzka k > 1 nie je pevne dan4 ale prvy zvoleny vrchol musi byt vzdy Xi.
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Riesenie. Funkce f je zjevné spojita a BUNO piedpoklddejme a1 > by a oznaéme dy, = an —bn,.
Indukci ukdZeme, Ze an > by a dpy1 > dn. Ze zadani méme dn41 = dn + f(bn) — f(an) a diky
indukénimu piedpokladu a,, > bn je f(bn) > f(an), takze opravdu dn41 > dn. Tim padem
dp+1 > d1 >0, tedy 1 ap+1 > bnt1, jak jsme chtéli.

Po zbytek feseni budeme pro spor predpokladat, ze d,, < 22925 pro vSechna n, neboli diky
tomu, ze posloupnost d,, roste, tak ma néjakou limitu L, tj. limy,— o0 dy, = L. Posloupnost b, je
zjevné rostouci (protoze f(x) > 0 pro vsechna x € RT) a my ukézeme, %e neni shora omezena.
Pokud by byla omezené shora néjakym ¢ilsem M, tak bychom pak méli ant1 = an + f(bn) >
an + f(M), takze pak jednoduchou indukci an+1 > a1 + nf(M), tedy posloupnost a, neni
shora omezena a musi po né&jaké dobé presdhnout hodnotu 2202° 4 M, jak jsme chtéli. Dale
predpokladejme, Ze b, neni shora omezené.

Zvolme si nyni N = {%J pro néjaké n (dost velké, aby N > 0), tedy ijc{;) —1<N<

f(d;;/). Pak ale pro k > 0:

bptkt+N =bntk + f(antk) + f(@ntrt1) + -+ f(@nthtn—1) < bpntk + Nf(antr) <

d
S bn+k + 7”/1‘(041) = bn+k +dn S bn+k + dn+k = Qn+k

flan)

Z toho umime odhadnout soucet:

Jntr) = flantr) + fntrtn) = flantrtn) + -+ fntrtun) — f(@ntrtun) >
> f(bn-‘rk) - f(an+k+uN)

Protoze ale a, {4+, N neni s rostoucim u shora omezené (diky tomu, Ze jsme predtim ukazali,
Ze by neni shora omezené a N > 0), tak f(an4k+un) se limitné blizi k nule, tedy:

D> fnikrun) = f@ntriun) > f(bnir)
u=0

S tim uz jsme ale skoro hotovi, protoze:

o0

L—dn=3f(bi) = f(a:) = f(bu) + fni1) + -+ f(busn—1) = Nf(an) >

i=n

> flaw) (5 = 1) = du = f(an)

flan)
Méme tedy nerovnost L > 2d,, — f(an) pro dost velkd n, coz je spor, protoze limy,—s oo 2dy, —
f(lan) = 2L a také vime, ze L > 0.

Alternativne rieSenie. Budeme postupovat stejné jako v predchozim feseni do chvile, nez jsme
ukézali, ze posloupnost b, neni shora omezena. Déale ukazeme nasledujici lemma.

Lemma. Pro kaZdé n takové, Ze f(bn) < d—21, existuje m > n, ze dm > dn + %TI.

Doékaz. Oznacme jako | nejvétsi cislo takové, ze b,i; < an. Potom ale an — by4; < d71. \

opa¢ném piipadé by bylo by4i4+1 = bpyi + fanti) < bugi + f(bn) < bpgr + %1 < an, COZ je
spor s maximalitou {. (Nerovnost b, < a4+ plyne trividlné z monotdénnosti ar,.)
Budeme uvazovat pouze m > n + l. Pak pro rozdily plati nasledujici vztah:

m—1 n+l—1 m—+l—1 m—1
dp =dn+ (b)) = flag) =dn+ > fb))+ Y (flbjw) —fla)— > flay)
j=n j=n j=n j=m—l
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Prvni soucet mizeme odhadnout jako:

n+l—1
dy di di  di
Z f(bj):an+l_anZan+l_bn+l_7:dn+l_? Zdl_?:E
j=n
Diky tomu, Ze posloupnost a, neni shora omezena, tak si mizeme zvolit m takové, ze f(am,—;) <
%, pak posledni soucet odhadneme jako:

m—1
1

> flay) < Uan ) <

j=m-—I

A nakonec protoze by, ; < an, tak obdobné jako na zac¢atku mizeme indukci ukazat, ze bj; < a;
pro kazdé j > n, tim padem posledni soucet mizeme odhadnout zdola nulou, protoze je kazdy
ze s¢itancu kladny. Dohromady tedy:

m—1
d1 d1 d1
dm = dn bj) — i)>dn+ —+0— — =dn+ —
+j§f(g) flag) Zdn+ - +0-~ +5

O

Protoze ale by, roste donekoneéna, tak od néjaké chvile plati f(bn) < d—;. Potom ale zarucené
vzdy umime soucasny rozdil d, zvétsit o %, takze umime ziskat rozdil vétsi nez d,, + K ’14—1 pro
libovolné K. Pro dost velké K ale plati d, + K% > 22025 53k jsme chtéli.

(David Hromédka)



