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Reseni 4. série

Uloha N4. Mirek si mysli 2016 celych é&isel. Rado chce tato é&isla zjistit, proto mu polozi nékolik
otazek. Kazda otazka ma tvar polynomu v 2016 proménnych s celociselnymi koeficienty. Mirek
do tohoto polynomu svoje ¢isla v néjakém poradi dosadi a oznami Radovi hodnotu, ktera vyjde.
Dokazte, ze Radovi staci jedna otazka, aby zjistil vSechna cisla, na ktera Mirek myslel.

Reseni. Ucinime t¥i uzite¢na pozorovani, se kterymi se feseni stane ziejmym.
Pozorovani 1.

Predpokladejme, Ze polynom ve dvou proménnych P(z,y) s celoéiselnymi koeficienty po-
skytuje prosté zobrazeni Z x Z — Z, tedy kazdym dvéma riznym usporddanym dvojicim celych

¢isel prifadi rizné cela ¢isla. Pak ale staci volit polynom ve 2016ti proménnych z1, x2, ..., 2016
jako P(z1, P(xz2, P(z3,...))). To je opét polynom s celoé¢iselnymi koeficienty. Navic z néj umime
urc¢it ¢isla z1 a P(z2, P(x3,...)), postupné tedy umime urcit vSechny &isla z1, z2, ..., x2016-

Pozorovani 2.

Existuje polynom ve dvou proménnych s celociselnymi koeficienty, ktery poskytuje prosté
zobrazeni Ng x Ng — Ng. UkdZeme polynom Q(z, y), ktery dokonce poskytuje bijekci mezi témito
mnozinami. Volme Q(z,y) = %(r +y+1)(z + y) + z. Ten odpovida vyplnéni tabulky No x Ng
postupné po koneénych diagonélach ¢isly z No (jak 1ze snadno pocéetné ovéfit). Takto zkonstru-
ované zobrazeni je zjevné hledana bijekce a dokonce je opravdu urceno polynomem. Konec¢né
polynom 2Q(z,y) tedy také uréuje prosté zobrazeni a navic uz ma celo¢iselné koeﬁcientyE

Pozorovani 3.

Existuje polynom v jedné proménné s celo¢iselnymi koeficienty poskytujici prosté zobrazeni
7 — Np. Takovy polynom uz je opravdu jednoduché vymyslet, staéi vait tfeba R(x) = 222 + .
Trividlné R(z) > 0 pro vSechna celd (redlnd) z. Navic ma celo¢iselné koeficinty. Stacéi tedy
ovéFit prostotu. Piedpokladejme R(z) = R(y) Pak ale 222 + 2 = 2y? + y, coZ upravime na
(z —y)(2z + 2y + 1) = 0. Jenze druha zavorka je licha, a tak uz musi byt z = y, ¢imz je prostota
dokézéana. (Podobné umime prostotu nahlédnout z faktu, ze ¢tverce celych &isel jsou od sebe
dostatecné daleko.)

Dohromady tedy staci dosadit Mirkova ¢isla do polynomu R(z) z Pozorovani 3, ¢imz je pro-
sté zobrazime na ¢isla z Ng. Nésledné uz muzeme pouzit polynom 2Q(z, y) z Pozorovani 2, ktery
poskytuje prosté zobrazeni Ng x Ng — Np. Ten vezmeme jako P(z) z Pozorovani 1 a uvazime
slozeny tvar, ke kterému jsme v tomto pozorovani dospéli. Dohromady tak ziskdvame polynom s
celoéislenymi koeficienty ve 2016-ti proménnych, ktery poskutuje prosté zobrazeni Z2016 — N,
coz jsme presné hledali (Rado tak z Mirkovy odpovédi umi poznat vSech 2016 &isel, a to dokonce
i v&etné jejich poradi).

JINE RESENI (na motivy 7eSeni Radeka Olsdka a Petra Gebauera)

Vyuzijeme jednoznaény zapis v pozi¢nich soustavach (pficemz Mirkova ¢isla vyuzijeme jako
cifry). Aby ale takovy pfistup fungoval, musime vy¥esit tfi nastrahy.

(i) Za prvé, pouzivana soustava musi mit zdklad vyssi, nez vSechny pouzivané cifry (tedy
Mirkova éisla v absolutni hodnoté). Toho ale docilime celkem snadno, staéi vzit jako zaklad
n=1+37", 27

(ii) Déle je tfeba vyfesit, co se zdpornymi ¢isly. Na to viak staci prifadit nenulové koeficienty
pouze sudym mocnindm n, tedy uvazovat polynom Z?g%f’ x; - n?t. Pokud budeme znét zaklad

INajit néjaky vyhovujici polynom je ale celkem lehké - staci vyzit faktu, Ze ”étverce jsou od
sebe daleko”. Vhodnym kandidatem je tfeba (a + b)% 4 b

1



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 4. séria

n, ¢tenim zprava po dvojicich cifer ziskdme jednoznacné ¢isla x;. Pfitom je tfeba si jesté dat
pozor, jestli je hodnota polynomu kladna ¢i zapornd - buno necht je kladné, jinak staci zménit
jeji znaménko i znaménka hledanych c¢isel. Pfi ¢teni zprava je potom pro kladné x; pouze prava
cifra ze ¢tené dvojice nenulova, pro zaporné x; jsou nenulové obé. V prvém pripadé rovnou
ziskdvame hledanou cifru, v druhém je tieba odéitat od n2.

(iii) Nakonec je nutné, abychom z vysledku polynomu uméli zpétné zjistit, kterd soustava
byla pouzita (tedy najit n). K tomu ale sta¢i k celému polynomu pfi¢ist dostateéné vysokou
mocninu n (nebo néco vétsiho). Konkrétné pokud polynom obsahuje jako nejvy$si mocninu
zékladu n?930 stagi k nému pFicist n2 4031,

Ukazeme, ze se hodnoty dvou takovych polynomi s jinymi zéklady a argumenty spliujicimi
podminku (i) nemohou rovnat. Pfesnéji, dokdZzeme, Ze pro mensi zaklad je i hodnota naseho
polynomu vzdy mensi. Staéi tedy ukazat ostrou nerovnost pro zaklady n, n + 1 (a tu pfipadné
pouzit nékolikrat za sebou). Plati

2015 2015
n2<4031 4 Z @ - n27. < n2-4031 + n4031 < (n 4 1)24031 4 Z e (n + 1)27,"
=0 1=0

kde n > 2 je pfirozené, x; jsou celd ¢isla splnujici —n < z; < n a y; jsou celad c¢isla spliujici
—(n+1)<y; <n-+1.

Prvni nerovnost plati diky jednozna¢nému zapisu éisel v soustavé o zakladu n, nebot takovy
zapis pri¢itané sumy mé nejvyse 4031 cifer. Ke druhé nerovnosti pouze vyuziviame analogického
odhadu ng}f yi - (n4+1)2 > —(n+1)%031 spolecné s lehkou polynomialni nerovnosti n2 403! 4
n4031 4 (n 4+ 1)4031 < (n + 1)24031 (kterd okamzité vyplyvé tieba z binomické véty).

Pravé dokazana nerovnost je ale presné to, co jsme chtéli - hodnoty polynomu jsou ”seta-
zeny” podle toho, jaka soustava byla pouzita pfi vypoctu pouzita, tedy z jeho hodnoty lze sou-
stavu zpétné ziskat. Tim jsme hotovi.

Dohromady tak ziskavame polynom, ktery zajisté uréuje prosté zobrazeni Z2916 — Ny, ¢imz
jsme hotovi.

Poznamky opravugictho.

Vétsina spravnych FeSeni se az na technické detaily podobala vzorovému. Dva dalsi resitelé
dokonce néjaké vhodné polynomy primo zkonstruovali a posléze ukazali, Ze jimi poskytované
zobrazeni je opravdu prosté (v zavislosti na zvoleném polynomu takové feSeni mohlo byt celkem
pracné). Nékolik dalsich Fesiteli se jesté snazilo vyuzit jednoznaény zapis v pozi¢nich soustavach.
Pomoci néj se také Slo dostat k cili (celkem trikovym zptsobem), coz se ale nikomu Gplné
nepovedlo. (Kuba Loéwit)

Uloha G4. V roviné lezi vné sebe kruznice ki a ko. Jejich spoleéné vnitini te¢ny (myslené jako
usecky s koncovymi body na ki1 a k2) nazvéme s1 a s2. Bod X lezi na spojnici stiedi s1 a s2.
Tec¢ny z X ke k1, resp. ke ko, se ji dotykaji v A a B, resp. v C a D, kde body jsou oznaceny tak,
ze usecky AC a BD se kiizi. Ukazte, ze AC, BD, s1 a s2 prochézeji vSechny jednim bodem.
Resend. Priisecik vnitinich teden je vnitini stied stejnolehlosti kruznic k1 a ko, tudiz staci
dokazat, ze tento stied lezi také na useckach AC, BD. Stfedy tecen si, s2 zfejmé maji stejnou
mocnost ke kruznicim k; a k2, a proto spojnice téchto stfedu je chordala kruznic k1, ka. Bod X
ma tedy stejnou mocnost ke k1 a ko. Plati | XA| = |XB| =|XC|=|XD|.

Zatim vynechme body B, D a uvazujme pouze A, C. Zafixujeme-li A, pak mame dvé moz-
nosti, kde se bod C' mtiZze nachazet. Tyto p¥ipady odlisujeme znacenim C a C’ a kazdy vyse-
t¥ime zvlast. Necht K je priseéik pfimky AC s kg, ktery je rizny od C. Vyuzijeme-li faktu, ze
ZO01AX = LO2CX = 90° a trojuhelniky AXC a CO2K jsou rovnoramenné, dostaneme:

ZO1AK =90° — LZXAC =90 — LXCA = LO2CK = LO2KC = LO2 KA
2
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Plati tedy AO1 || KO2. Pro pripad s C’ analogicky uvazujme bod K’ a dokdzeme, ze
A0y || K'Os.

LO1AK' =90° — ZXAC' =90 — L/ XC'A=/L02C'K' = ZO2K'C' =180° — O2K'A

V kazdém piipadé plati, ze na AC lezi st¥ed stejnolehlosti (jesté nevime jaky). Chceme, aby
tento stied lezel uvnittr AC. Musi se tedy jednat o vnitini stfed stejnolehlosti, protoze vnéjsi
stfed by lezel nalevo od carkované primky. Totéz plati pro tisecku BD a dikaz je hotov.

Pozndmky opravujictho. Uloha se dala vyfesit znamym faktem o stiedu stejnolehlosti a jed-
noduchym thlenim. Jeden z rychlych a pfimocarych postupt je uveden ve vzorovém feseni, ale
se nasly i jiné postupy, které zaméstnaly i Svrékovy body, ale uz byvaly zdlouhavéjsi.

Chtél bych pochvalit Fesitele, ktefi dbali na zdtivodnéni, pro¢ se jedna o vnitini stied stej-
nolehlosti a ne vnéjsi. Vynechani této ¢asti jsem sice nepotrestal ztratou bodd, ale v soutézich
muze byt rozbor relativnich poloh bodu dilezity a bodové ohodnocen. (Tonda)

Uloha A4. Pro kladns reslns a, b, ¢ dokazte nerovnost

2 2 2
“ b < <V3(a+b+c).

+ +
V3a+b V3b+c V3cta

Reseni. Reseni tlohy si rozdélime do dvou krokt, jejichZ sloZenim zjevné dostaneme feSeni
ulohy:
. _2a _4da_
Krok 1: - . Toag S \/(a—i— b+¢)Xeye 3a¥s
Ukézeme si hned dva zpusoby, jak tuto nerovnost ukazat.
Prvni moznosti je, ze pouzijeme Cauchy-Schwartzovu nerovnost ve verzi

VI + I3z + V505 <\ (VI + V2 + VE5) (VIT + V7R + V)

4a 4b 4c
3a+b’ 3b+c’ 3ct+a

2a 4a 4a
Z\/3a+bzz\/a\/3a+b S%‘HHC)Z 3a+b’

cyc cyc cyc

na trojice (a,b,c) a < ) Tim dostaneme

coz jsme chtéli.
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Druhou moznosti je upravit si pozadovanou nerovnost na

4
Z a \/T< chc&zib
a+b+cV 3a+b— a+b+c

cyc
a (s vyuzitim toho, Ze odmocnina je konkavni funkce a ze zcyc ﬁ = 1) pouzit Jensenovu
nerovnost:
4
Z a \/ 4 < Z a 4 . chc ﬁ
Cyca+b+c 3a+b cyca+b+03a+b a+b+c
Krok 2: \/(aer+c)Z:CyE$il7 <V3a+b+c)
Misto tohoto samoziejmé budeme dokazovat ekvivalentni nerovnost
Y am s
P 3a+b~ 4

Jedna moznost, jak toto udélat, je vSechno to roznasobit. Z toho po poskrtani stejnych clent
dostaneme ekvivalentni nerovnost

24abc <3 a’b+5Y ab?,

cyc cyc

o CemZ si uvédomime, Ze to je vlastné jenom AG nerovnost (pokud ti to neni jasné, urcité
doporucujeme si to rozmyslet). Ale tento postup je trosku fujky, takze si ukdzeme pékné&jsi.

Uvédomime si, Ze plati
a 1 (1 b )
3a+b 3 3a+b

a pomoci tohoto vztahu (a jeho cyklickych obmén) je nase dokazované nerovnost ekvivalentni s

b 3
Z?)a—l—bzl

cyc

Ale toto uz je jen dalsi jednoduchy Cauchy-Schwartz:

> b -y b (a+b+c)? _
3at+b o= 3ab+b2 ~ 3, a2 +337, .ab

cyc

(a+b+c)? S (a+b+c)? 3

(a+b+0)2+3, cab ™~ (a+b+c)®+ (a+b+c)? T

kde posledni pouzité nerovnost (tj. 3(ab+bc+ca) < (a+b+c)?) je ekvivalentni ocividné platné
nerovnosti (a — b)2 + (b —¢)2 + (c — a)? > 0.
Poznamky opravugictho.

Naprostéa vétsina feSeni, ktera pfisla, obdrzela plny pocet bodu.

Ten odhad uprostfed mize vypadat trikové a nadhodné, ale na prvni krok feSeni se ve sku-
tecnosti da prijit vcelku jednoduse. Jedno z ,pravidel nerovnosti“ zni, Ze prvni, co chcete s
nerovnsti udélat, obvykle je zbavit se rozdrolenych odmocnin (protoze odmocniny jsou zlo). Ty-
pickymi zpusoby jak z vice odmocnin udélat jednu je bud né&jaka verze CS, nebo Jensen. Oba
dva pristupy celkem pfimocafe (tj. po chvili hrani si ,aby to vyslo ndk hezky“) daly odhad
prvniho kroku.

Druhy krok sice neni uplné jednoduchy, pokud to chcete délat rochu hezky (ackoliv i to je
vlastné jen znama metoda - vSechny podobné zlomky chci pfevést na tu stranu, ze které muzu
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pouzit CS zlomkobijce a pak ho jen pouZiju tak, aby to vyslo néjak dobfte), ale roznasobit tii
takto jednoduché zlomky a dobit nerovnost AGckem by mél byt schopny pravdépodobné kazdy,
kdo to s iKSkem mysli vaZné :) (Rado Svarc)

Uloha C4. Venca a Kuba nasli krabicku s n > 2 sirkami a rozhodli se, #e si zahraji hru. Na
zacatku Kuba z krabicky odebere nékolik sirek (alespori jednu, ale ne vSechny). Poté se stiidaji
v tazich a v kazdém tahu musi hrac¢ odebrat nékolik sirek z krabicky, pricemz vzdy musi odebrat
alespon jednu sirku a maximalné dvakrat tolik sirek, kolik bylo z krabicky odebrano v piedchozim
tahu. Vyhraje ten, kdo odebere posledni sirku. Pro jaka n vyhraje Venca (za predpokladu, ze
oba hraji optimélné)?

Reseni. Fibonacciho &isla jsou posloupnost F,, dana piedpisem Fo =1, F3 =2, F,, = Fj,_1 +
F_2 pro n > 4. PovSimnéme si, Ze je tato posloupnost od indexu 2 ostfe rostouci.

Nejprve dokazeme, ze pokud je pocet sirek roven Fibonacciho ¢islu, pak vyhraje Venca, a
to dokonce tak, ze v kazdém tahu je pocet sirek odebranych Vencou néjaké Fibonacciho ¢islo.

Toto tvrzeni dokadzeme indukci.

Zacneme s dvémi sirkami (F3), zadédni se sice zajima az pro pocty vétsi nez dva, ale neni
davod se takto omezovat. Kuba musi odebrat jednu sirku, Venca nasledné taky odebere jednu
sirku (Fibonacciho ¢islo) a vyhraje.

Pokud jsou na hromédce t¥i sirky (F4), mize Kuba odebrat 1 nebo 2 sirky, na coz Venca
odebere 2 nebo 1 sirku (Fibonacciho éisla) a vyhraje.

Dale predpokladejme, ze tvrzeni plati pro Fibonacciho ¢isla Fp_2, F,—1, kde n > 5, a
dokazeme jej pro F, = Fn_1 + Fp_2. Rozdélime Vencovu hru na tfi pfipady podle Kubova
prvniho tahu.

(a) Kuba odebere Fj,_2, Venca tak mize odebrat zbylych Fj,_1 (Fibonacciho &islo) a vyhraje.
Plati totiz Fy,—1 = Fp—2 + Fn—3 < 2F,,_2.

(b) Kuba odebere vice nez F,_s sirek, tedy na hromadce zbude méné nez F,_1 sirek. V
tom pripadé Venca hraje podle strategie pro Fj,_i sirek, jako by tam F,_2 z Kubou
odebranych sirek viibec nebylo. V tomto pfipadé sice muze Venca ve svém prvnim tahu
odebrat az o 2F),_g sirek vic, ale tuto moznost nevyuzije.

(¢) Kuba odebere méné nez F,_s sirek. Pak si Venca z poc¢atku odmysli F,,_1 sirek z hro-
madky, a hraje podle strategie pro Fj,_o sirek. Posledni sirku odebere Venca, tedy Kuba
do té doby nemuze sdhnout do odlozenych F,_; sirek. Tato podhra na F,_o sirkach
skonc¢i tahem Vency, ktery odebere ve svém poslednim tahu nejvyse F,_3 sirek. Kuba
nyni nemuze odebrat vSechny sirky, protoze Fy,_1 = Fy,_o+ Fp,_3 > 2F,,_3. Venca proto
muze pokracovat podle strategie pro Fj,_1 sirek a vyhrat celou hru.

Nyni uz snadno ukazeme, ze kdyz pocet sirek k neni Fibonacciho ¢islem, vyhrava Kuba.
Uvazme kterékoli Fibonacciho ¢islo Fj, > k a pfedstavme si, ze byl jiz odehran jeden tah z F),
sirek na k sirek. Vime, ze druhy hrac, tedy v tomto pripadé Kuba, ma vyhravajici strategii.
Mize tak podle ni pokracovat. Jediny nepovoleny tah pro Kubu je nyni odebrat vSechny sirky,
avsSak vime, Ze tento tah Kubovi strategie nedoporuci, protoze nase strategie odebira v kazdém
tahu Fibonacciho ¢islo a to k neni.

Venca tedy vyhraje pouze pro Fibonacciho ¢isla (dle zadéni vétsi nez 2). V ostatnich p¥ipa-
dech vyhrava Kuba.

Pozndmky opravujictho. Resitelé, ktefi si v8imli Fibonacciho posloupnosti uz tlohu typicky
néjak (nékdy i docela pracné) ubili. Pro nalezeni spravného paternu je vhodné si psat vyhravajici
a prohravajici strategie, avSak v této hre je tfeba myslet na to, co se vlastné mysli pozici. Pozice
ve hfe neni ddna jenom poctem sirek k, ktery zbyva, ale taky pocétem sirek [, které smi byt
v dalsim tahu odebrany. Cim vy$si je I, tim spi§ bude pozice vyhréavajici, takze kdy# jste se
chtéli vyhnout dvourozmérnému rozebirani, stacilo pro kazdé k spocitat nejmensi [, pro které je
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pozice vyhravajici. Takto dokézali néktefi fesitelé prozkouset pocty sirek az do stovky.
(Mirek OIsék)



