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RiesSenia 6. série

Uloha C6. Pravidelny n-uholnik sme rozdelili pomocou uhloprie¢ok na m — 2 trojuholnikov.
Kolko najviac z nich méze byt réznych (nezhodnyclﬂ)?
Riesenie. Pro n = 3 je odpovéd ziejmé jedna. Dale n > 3.

Nejprve si vSimnéme, Ze aby bylo trojuhelnikt n — 2, thlopticky se nesmi protinat. Kdyz
totiz pridavame thlopiicky postupné, tak kazda prida tolik oblasti, kolika oblastmi prochazi.
Takze kdyz méa po pridani n — 3 thlopricek byt n — 2 trojihelnikt, tak kazda thlopricka musela
pridat jen jednu oblast a tedy nesméla protinat zadnou jinou uhlopficku.

Nyni vime, ze kazdy trojuhelnik ma vrcholy ve vrcholech naseho n-thelniku. Takovému
trojuhelniku pfifadime trojici (a,b,c), kde tato éisla jsou poéty hran na obvodu n-uhelniku
mezi jednotlivymi vrcholy a a < b < c¢. Nejprve si uvédomme, Ze maji-li dva trojuhelniky
pfifazenou stejnou trojici, tak jsou shodné. To proto, Zze pocet hran mezi vrcholy urcuje délku
strany trojuhelnika, takze jsou trojihelniky shodné podle sss. Navic vzdy plati a + b+ c=n
(pocet hran na obvodu n-thelniku) a tak rtzné trojice odpovidaji neshodnym trojuhelnikéim
(kvuli stejnému sou¢tu se musi lisit bud v nejmensim nebo v nejvétsim ¢isle a tedy nejkratsi
nebo nejdelsi strana bude rizné dlouhd).

Nyni si vytvorme graf tak, ze za kazdy trojuhelnik vytvofime vrchol a vrcholy spojime
hranou, pokud spolu trojuhelniky sousedi thlopfickou. Z indukce (postupnym pfidavanim th-
lopficek) zfejmé plyne, ze tento graf je strom (pfidané thlopficka rozdéli jeden vrchol na dva a
da mezi né hranu — tim zistane graf souvisly a ma stale o jedna méné hran nez vrcholi).

Oznaéme si a1, a2,as poéty vrchola se stupni 1, 2, 3 a pfislusnym trojuhelnikiim budeme
fikat rohové, hranové a vnitini. Zadny trojihelnik uréité neméa vétsi stupen nez tii, protoze
nemuze sousedit s vice nez tfemi trojuhelniky. Takze a; + a2 + as = n — 2. Dale plati, ze
a1 = a3z + 2, coz snadno nahlédneme (kazdy strom ma alesponl dva listy a kazdé rozvétveni list
prida) a také snadno dokazeme tak, Ze soucet stupni vrchold je dvojnasobek poctu hran, takze
a1 + 2a2 + 3az = 2(n — 3) neboli

a1 — a3z = 2(a1 + a2 + a3) — (a1 + 2a2 + 3a3) = 2.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze rohové trojuhelniky maji trojice (1,1,n — 2), a tak jsou vSechny
shodné a hranové trojuhelniky maji trojice (1,a,n — 1 —a), kdea >2aa < n—1-—a, coz

nam dava maximalné mo = |_"—71J — 1 neshodnych trojuhelnikti. Maximélné je tak neshodnych
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kde posledni rovnost ovéfime postupnym dosazenim n = 4k, 4k + 1,4k + 2,4k + 3.

Zbyva udélat konstrukci, kde tohoto poc¢tu trojuhelnikt dosdéhneme. Staci, aby v obou ne-
rovnostech v (1) nastaly rovnosti. Tedy musime mit alespon jeden trojuhelnik (1,1,n — 2) (to
vime, Ze bude platit ur¢itg), dale az = mo nebo a2 = ma + 1 (to nam pak prida jednu polovinu
na pravé strané (1), ktera zmizi v dolni celé ¢asti) a mo z téchto trojuhelnikit musi byt navzajem
ruznych a konec¢né vsechny ,vnitini“ trojuhelniky musi byt rizné. Pak bude pocet neshodnych
trojuhelnikt presné ten pozadovany.

t <14 min(mg,a2)+ as
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Tak tedy konstrukce. Nejprve spojme vrchol 1 tGhloprickami s vrcholy 3,4,...,3 + m2. To
nam postupné vytvori trojuhelniky s trojicemi (1,1,n—2),(1,2,n—3),(1,3,n—4),...,(1,ma+
1,n—2—mg) (pfitom opravdu ma +1 < n—2—my), ¢imz jsme dostali jeden trojthelnik rohovy
a mg ruznych hranovych. Staci tedy, aby ve zbytku vznikl nejvyse jeden hranovy trojuhelnik a
vSechny vnitini trojuhelniky byly rtzné. Toho dosdéhneme napiiklad tak, ze vrcholy ¢ = mao +
5,m2+7,...,z (kde z je bud n — 2 nebo n — 1) spojime vzdy s vrcholem ¢ — 2 a s vrcholem 1.
Tim dostaneme vzdy jeden rohovy trojthelnik a jeden vnitini trojahelnik (2,n + 1 — 4,7 — 3)
(v8imnéme si, ze opravdu 2 < n+ 1 —¢ < i — 3) a tyto vnitini trojuhelniky jsou vSechny rtzné.
Pokud bylo x = n — 2, spojime jesté n — 2 s n, coz ndm vytvofi navic jeden rohovy a jeden
hranovy trojuhelnik a pokud x = n — 1 vznikl ndm v poslednim kroku navic jesté jeden rohovy
trojahelnik. V obou pfipadech jsme udélali konstrukei tak, ze v (1) nastavaji rovnosti a tak jsme
dosahli maximélniho mozného poctu trojihelnikt.

Pro nazornost uvedme jesté obrazek s konstrukci pro n = 8,9,10, 11.

OO

Pozndmky opravovatela. Rada Fesiteli zapomnéla na ptipad n = 3 (vimnéte si, Ze vzoredek
v tomto pfipadé déva vysledek 0), za coZ jsem nakonec nestrhaval bod, protoze zadéni se da
taky vylozit tak, ze alespon jednu uhlopricku jsme nakreslili. Naopak jsem ale strhaval bod za
opomenuti faktu, ze se thlopfi¢ky neprotinaji. Objevily se chyby jesté v ruznych drobnostech,
jako napftiklad pfi pfevodu trojuhelnikii na trojice (a, b, ¢) nikdo pofadné netekl, ze trojahelniky
jsou shodné, prave kdyz trojice jsou stejné. Jinak ale vsechna feseni postupovala zhruba vzorové,
jen nékdy vice a nékdy méné elegantné (néktera reseni naptiklad rozebirala ¢ty¥i pfipady podle
zbytku po déleni ¢tyfmi).

(Stépan Simsa)

Uloha G6. V ostrouhlom trojuholniku ABC pretina vyska z bodu A opisanii kruznicu k v bode
D. Nech vysky z bodov B, C pretinaja strany AC, AB v bodoch E,F. Nech H je ortocentrum
a T je stred usecky AH. Priamka rovnobezna s EF' prechadzajica bodom T pretina AB, AC v
bodoch X,Y . Dokézte, ze |<XDF| = |<YDE|.

Riesenie.

Necht P je pata vysky z A na BC. Protoze je diky pravym thlim &tyfuhelnik AFPC
tétivovy, plati diky mocnosti bodu H ke kruznici tomuto ¢tyruhelniku opsané rovnost HA -
HP = HF - HC. Dle zndmého tvrzeni je P stfedem usec¢ky HD. Proto HD - HT = (2HP) -
HTA = HP-HA = HF - HC. Proto je TFDC tetivovy ¢tyftahelnik. Zaroven plati ZTFC =
LTHF = /FBP = /FEA = /TYA = 180° — ZTYC, kde jsme vyuzili, Ze trojuhelnik TFH
je rovnoramenny (7T je stfed kruznice nad primérem AH) a t&tivovosti ¢tyfuhelniki HPBF
a BCEF (oboji z pravych thli). Z toho plyne, ze étyftuhelnik YTFC je tétivovy a tedy i
pétithelnik YT FDC je tétivovy. Analogicky dostaneme, ze pétithelnik XT' EDB je tétivovy.

Nyni méame ZFDY = ZFCA =90°-ZBAC = ZABE = Z/XDE, takze /ZXDF = /FDY —
/XDY = /LXDE — ZXDY = LY DE, coz jsme méli dokazat.

(Rado Svarc)
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Uloha N6. Pre prirodzené ¢islo k > 1, nech f(k) je pocet spésobov, ako zapisat k ako sucin
prirodzenych ¢isel vicésich ako 1, pri ¢om nezélezi na poradi. Napriklad f(12) = 4, lebo 12 sa d&
rozlozit tymito 4 spésobmi: 12, 2-6, 3-4, 2-2-3. Dokédzte, Ze ak n je prirodzené ¢islo védsie

ako 1 a p je prvociselny delitel' n, tak f(n) < %.

RieSenie. (podla Michala Beranka)

Uvazujme rozklad &isla n na prvoéisla n = pitp5? ...pzk. Chceme ukazat, ze f(n) < %
pre Tubovolny prvoéiselny delitel p ¢isla n. Uvedomme si, ze hodnota f(n) zavisi iba od hodnét
ai,ag,...,ak, teda je iplne nezavisla od hodnot pi,p2, -, pk-

Preto nam staéi dokazat pripad, ak je pre dané hodnoty ai,az, - ,a;r (BUNV a1 > a2 >

- > ay) prava strana minimélna, ¢o zrejme nastava ak p1 = 2,p2 = 3,p3 = 5,...,pp =

(k-té najmensie prvocislo) a p = py. Inak povedané, staci ndm dokézat

f(n) < 291392 ... (k-té najmensie prvoéislo)®s ~1,
(Kvoli prehladnosti pri rieSeni pouzivajme dalej znaéenie prvodéisel p1,--- ,pk)

Podme zhora odhadnit f(n) poc¢et moznosti na rozklad n na stéin prirodzenych éisel, pri¢om
na poradi stéinitelov nezalezi (zaratanie par moznosti, kde na poradi zalezat bude, ndm vadit

nemusi). Chceme z &isla n = p}*p5? pzk zostrojit rozklad na saéinitele. Predstavme si, ze
mame a; kusov prvocisla pi, a2 kusov prvodisla pa, ---, ar kusov prvoéisa pp. Rozkladu n

na sucinitele zodpoveda rozdelenie tychto kusov prvocisel do skupin takych, Zze skupiny tvoria
prvociselny rozklad jednotlivych sucinitelov. Podme odhadnut, kolko najviac rozdeleni kusov
prvocisel do skupin moze vzniknut.

Ako mézeme uchopit jednu skupinu? Napriklad ako postupnost kusov prvoéisel v nej. Kedze
chceme urcit skupinu jednoznaéne, zoberme si ich ako nerastiicu postupnost. Vsimnime si, Ze v
danej postupnosti je kazdému kusu prvoéisla jednoznaéne priradené ¢islo za nim (poslednému
je priradend 1) - oznacim si to ako “nasledovnika”prvodéisla. Taktiez, kazdy kus prvodisla je
priradeny ako nasledovnik najviac raz. Nasledovnik je bud rovnaké prvocislo, mensie prvocislo
alebo 1, pripad rovnakého prvoéisla py, zrejme nemdze nastat prave ay krat (to by reprezentovalo
cyklus v rozdeleni kusov prvoéisel).
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Pocet takychto rozdeleni do neklesajucich postupnosti vieme zratat pekne. Totiz ak ka-
zdému prvocislu priradime nasledovnika, potom bude rozdelenie prvocisel do skupin jednozna-
¢ne urcené. Nasledovnikov budeme priradzovat zadinajic priradzovanie najviac¢sim prvocislam
po najmensie.

Pocet moznosti, ako vybrat nasledovnika jednému prvoéislu py je (k+1). Po¢et moznosti, ako
vybrat nasledovnika postupne vietkym kusom prvoéisel py, je nanajvys (k+1)% ~1k (rozmyslite
si, pre¢o pri postupnom priradovani nasledovnikov mozno pri poslednom priradzovanom prvo-
Cisle py, prehlésit, ze jeho nasledovnik nebude iné py ). Pocet mozZnosti, ako vybrat nasledovnika
postupne vetkym kusom prvocisel py_; je nanajvys (k) -1"1(k — 1). Pocet moznosti, ako
vybrat nasledovnika postupne véetkym kusom prvoéisel py_o je nanajvys (k—1)®k—271(k —2).
-+ Pocet moznosti, ako vybrat nasledovnika postupne vSetkym kusom prvocisel p; je nanajvys
201—17,

Spolu je to

fn) < (k+1)% Yk g1k —1). (k—1)%-2"1(k—2)...201711
= (k4 1)1 g%—1 . (k —1)%-2 2%
< p¢1113a2 .. ,kafl’

¢o bolo treba dokazat.
Poznamka: pri odhadovani sme zaratali niektoré moznosti viackrat, ale to ndm nevadi, lebo
sme robili horny odhad.
(Slavomir Hanzely)

Uloha A6. Nijdite vsetky funkcie f : R\ {0} — R\ {0} , ktoré spliaji

x
fa?+9)+1= fa?+ 1)+ LY
f(x)
pre vSetky nenulové realne x,y také, ze x> +y # 0.
Riesenie. (podle Maridna Poturnaye) Dosadme x = 1 a nésledné z = —1, ¢imZz dostavame pro

vSechna y # —1:
flu+1)+1=F2)+ fly)/fQ1)
fly+ 1) +1=f2)+ f(=y)/f(=1)
Odec¢tenim téchto rovnic a vyuzitim faktu, Ze obor hodnot funkce f neobsahuje nulu, ziskdme
vztah (1):

_ o
fly) = f(—l)f( Y)
, ktery zaménou y za —y da
o S
1) = G ).

Zkombinovanim téchto dvou rovnic dostdvdme f(—1)2 = f(1)2, coz nam spolu s (1) dava, ze
funkce f je bud sudé, nebo lich4. Tyto dva piipady rozebereme zvlast.

Necht je f suda funkce. Pak vyuZitim ptivodniho vztahu a jeho pozménénim pomoci dosazeni
—y namisto y dostavame dvé rovnice:

fa? +)+ 1= 1o+ 1)+ LY
22— — f(z2 f(==zy)
S =) 1= J@? 1)+ T

4
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Vyuzitim f(zy) = f(—=zy) (plyne ze sudosti) mame:
f@® —y) = fa® +y).
Zafixujeme-li hodnotu z? + y = k tak, aby platilo 22 > k > 0, vztah se zméni na
fk—2y) = f(k)

a pro libovolné y < 0 bude existovat néjaké x, které ji spliiuje. Ziskavame tedy rovnost f(k) =
f(1) pro vSechna I > k > 0, coz nutné implikuje f(x) = ¢ pro danou konstantu ¢ # 0 na vSech
kladnych cislech, diky sudosti i na vSech zapornych. Tato funkce skutecné rovnici vyhovuje a
tak ma tedy tato vétev jediné FesSeni.

Necht je f lichd funkce. Dosazenim x = 1 ziskame jiz jednou odvozeny vztah

Fy+1)+1=72)+ fy)/fQ).

Dosadime-li y 4+ 1 namisto y, dostaneme

_ fy+1
fly+2)+1=f(2)+ O
Dosadime za f(y + 1):
@+ 58 -1
fu+2)= ) -1+ ——L
_ B 1 fy
f+2)= (1) - D+ 55+ 15
Dosazenim y = —1 do ptuvodniho vztahu a vyuzitim lichosti mame
f@? =D +1=f@%+1) -1
Nyni posledni dva ziskané poznatky zkombinujeme, dosadime y = 2 — 1, coZ ndm zajisti
y+2=2>+1.
2 _ f@?-1) 1
f@®—1+2)= W+(f(2)*1)(1+m)
2 _ f(f2 -1) 1
f@®+1) = W+(f(2)_1)(1+m
2 _ f@@* -1 _ R
fl@®-1)+2= W+(f(2) DA+ f(1))
1 1
fl@® —1)(1 - W) =(f(2)—1)(1+m)—2

A¢ upravy vypadaji hrozivé, vystup posledni rovnice je snadno uchopitelny - bud plati
F(1)2 = 1, nebo je funkce konstantni na intervalu (—1,0) | J(0, o0). To druhé nam spolu s lichosti
déva vysledek f(x) = 0, ktery je ve sporu se zadanim tlohy. Musi tedy byt f(1)2 = 1, odkud
ihned vyplyva i

1
(f@)-D+ =) =2
f()
Diky f(1)2 = 1 mame bud f(1) = 1, nebo f(1) = —1. Druha mo#nost je spor se vztahem vyjse,
dostavame tedy f(1) =1 a ze vztahu vyse i f(2) = 2.

S nové nabytymi znalostmi lze upravit dosazeni z = 1 do ptivodni rovnice na f(y + 1) =

f(y) + 1 (aditivita jednicky).
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Dosazenim y = 2 do puvodniho vztahu dostavame

f(2x)
f(=)
Diky aditivité jednicky (f(z2 +2) = f(22 +1) + 1) ziskdvame vztah 2f(z) = f(2z) (multiplika-
tivita dvojky).
Dale diky aditivité jednicky muzeme ptuvodni vztah upravit na
flzy)
f(=)

Pro kladna z dosadme /r namisto z a jesté vymétime y za —y:

flaty) = )+ L

o =) = )+ LE)

f?+2)+1=f%2+1)+

f@® +y) = f2?) +

Sectenim dostaneme

[wa) | JvE)
va Ve

Posledni dva cleny se diky lichosti zrusi, dale vyuzijeme multiplikativitu dvojky a dostaneme

fe+y)+ flz—y) = f(2z)

f@+y) + flz—y) =2f(z) +

pro vsechna kladna x.
Nyni miiZeme substituovat a = x +y a b = = — y (a, b jiz nemusi byt kladné), coz ndm d4a
f(a) + f(b) = f(a+b) (aditivita). Diky aditivité mizeme pivodni vztah upravit na

f) = f@* +y) — f(2?) = f(zy)/ f(x)

, odkud vyplyva f(z)f(y) = f(zy) (multiplikativita).

Funkce aditivni a multiplikativni zaroveii jsou jen f(x) = 0, coz nevyhovuje zaddni, nebo
f(z) = z, coz po dosazeni ziejmé vyhovuje. (Toto tvrzeni je znamé, da se dokdzat pomoci
hledani vyhovujicich funkei indukci postupné na celych cislech, racionalnich ¢islech a nasledné
roz§ifit na redlna ¢isla.)

Zadani tedy vyhovuji dvé funkce - f(x) = ¢ pro vSechna nenulova c a f(z) = z.

Pozndmky opravovatela. Gratuluji Maridnu Poturnayovi ke spravnému feSeni a také Danilu
Kozevnikovi, ktery hezky zobecnil ptuvodni vztah a také dovedl tlohu ke zdarnému konci. Ne-
pfesnosti v obou FeSenich byly lehce odstranitelné, proto jsem za né nestrhaval body. Za zminku
stoji davat si pozor na vztah f(z)2 = f(—x)? pro viechna x, ze kterého laka ¢lovéka nespravné
odvodit, ze bud f(z) = f(—=x) pro vSechna z, nebo f(z) = —f(—x) pro vSechna z.

(Marian Poljak)



