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ResSeni 3. série

Uloha G3. V trojihelniku ABC zvolime na stranach BC, CA, AB postupné body A,, Bi, Ci
tak, aby platilo |AB1|—|AC1| = |CA1|—|CBi1| = |BC1|—|BA1|. Necht I, I, I. jsou postupné
stiedy kruznic vepsanych trojihelnikim AB1C1, A1BCi, A1B1C. Ukazte, ze stied kruznice
opsané trojuhelniku I, 11, splyva se stfedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC'.

Reseni. Rovnost |AB1| — |AC1| = |CA;| — |CB1| mtzeme piepsat do tvaru

|AC| = |AB1| + |CB1| = |CA1| + |AC| = |BA| + |BC| — (|BA1| + |BCh))
|BA1| + |BC1| = |BA| + |BC| — |AC|

Oznacme Ag, Bg, Cp postupné body dotyku kruznice vepsané trojihelnika ABC' postupné
se stranami BC, CA, AB a I jeji stied. Body Ao, Bo, Cp spliuji tu samou vlastnost jako body
A1, B1,Chq, totiz

|ABy| — |[ACy| = |CAg| — |CBy| = |BCo| — |BAo| = 0.

Z toho plyne, ze lze stejnym zpusobem vyjadiit |[BAg|+|BCo| = |BA1|+|BC1|, takze |AgA1| =
|CoC1| a bod A; lezi uvniti Gsecky BAg pravé tehdy, kdyz bod Ci lezi uvniti tsecky CpA.
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Oznaéme B = |£ZABC)|. Pak |£AqICy| = 360° — 8 — 90° — 90° = 180° — 3. Ukazeme, ze
stejnou velikost ma i thel |[£ZA1ICy|. Jsou-li body A1, Ci pfimo rovny bodim Ay, Cp, mame
jiz velikost thlu spoc¢itanou. Pfedpokladejme, Ze tomu tak neni. Pak jsou trojuhelniky ITAgA; a
I1CoC1 shodné, protoze |[Ag| = [ICo], |[AgA1| = |CoCh| a |LTAgA1| = |£ICC1| = 90°. Pokud
Aj lezi uvnitt tsecky BAp, muZeme spocitat

|ZA1101| = |ZA()IC()‘ =+ ‘ZCOICH — |ZA0]A1|.
V opac¢ném pripadé
|ZA1101| = |ZAO[C()‘ + ‘LA()IAl‘ — ‘LC()ICll,

nicméné v obou ptipadech |ZA1IC:| = |£AoICy| = 180° — .
Dale plati IA; = IC1 — to plyne ze shodnosti trojuhelnikti IAg A1, ICoC1 nebo pfimo, jsou-
li tyto trojuhelniky degenerované. Body A1, Ci tedy lezi na kruznici se stfedem I a stfedovy
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thel pfislusejici delsimu oblouku mezi nimi je 180° + . Ukazeme, Ze I, lezi na této kruznici,
Muzeme spoditat

|ZALT,C1| = 180° — | LIy A1 Ch| — | £1,C1 Aq| = 180° — = (|£ZBA1C1| + |£BC1 A1) =

1
2
1
= 180° — (180° — ) = 90° + g
Bod I, vidi tisetku A1C pod poloviénim uhlem oproti stfedovému thlu, takze |I1,| = [T A1].
Cyklickou obménou bychom ukazali, ze i |[I1,| = |[IC1| = |[IA1] a |II.| = |IB1| = |IA1]. Bod I
je tak stfedem kruznice vepsané trojuhelniku I, Ip1..

Poznamky opravujictho. Ackoli byla tloha jednoduché, ne vsichni obdrzeli plné bodové skére.
Resitelé casto zapominali rozlisit jednotlivé konfigurace, ¢&i se tvafili, ze néco je ,,vidét z obrazku®,
coz je osemetna formulace, protoze obrazek je jednak nepfesny a predevsim v geometrii typicky
zobrazuje jen jednu z nekone¢né mnoha riznych poloh bodi. (Mirek Olsék)

Uloha C3. Je mozné piifadit nenulové reélna ¢isla bodiim roviny tak, aby soucdet hodnot ve
vrcholech kazdého pravidelného 2015-tihelniku byl nulovy?

Reseni. Takové oéislovani neexistuje. Pro spor si vezmeme libovolny 2015-ti tihelnik, vybereme
jeden bod a nazveme jej A8, Celkem 2014-krat provedeme rotaci, v i-tém kroku, vzdy o ﬁ .
360°.Tento 2015-thelnik bude tvofen body Ag, Aﬁ, Aé ... A§014. Bod A8 se nam v kazdé rotaci
zobrazi sdm na sebe, tedy Aé = Ag, Potom body A?,A;, . ..A?OM tvori pravidelny 2015-ti
thelnik pro kazdé nenulové i, protoze jsme kolem stfedu rotace A8 rotovali bod A;- o ﬁ -360°.
Nyni mohu spocitat hodnotu vrcholu Ag.

2015 2015 20152015

j k

201545 = Y > AT - > A
j=0 i=0 k=1 1=0

Leva suma je soucet hodnot ve vsech 2015-ti tihelnicich. Prava suma je soucet hodnot ve vSech
2015-ti thelnicich, jejichz stiedem je Ag. Jelikoz vSak soucet hodnot bodd v 2015-ti thelniku je
0, potom A8 = 0 a dostali jsme spor.

Pozndmky opravujictho. Uloha se ukizala jako jednoducha, vétsina z vas s ni neméla moc
problému. Vsichni se dobrali k vysledku podobnou cestou. (Kuba Svoboda)

Uloha A3. Patrik si napsal realny monicky polynom stupné 2014, vyhodnotil jej v 2015 riiznych
celociselnych bodech, vzal z nich absolutni hodnoty a vybral tu nejvétsi. Polynom i body volil
tak, aby vysledna hodnota byla nejnizsi mozna. Kolik mu vyslo?

Reseni. Na tuto tilohu se nakonec jako nejvhodné&jsi zbran ukéazal Lagrangetv interpola¢nim
polynom: Kazdy polynom stupné nejvyse n je jednoznacné urc¢en hodnotami na n + 1 rdznych
bodech. Jinak feceno pokud mi nepfitel zada po dvou razna ¢isla zg az x5, a k nim néjaké hodnoty
Yo aZ Yn, pak existuje pravé jeden polynom P stupné mensiho nez n, takovy ze y; = P(x;) pro
kazdé ¢ od 0 do n. Snadno si rozmyslime, ze tento polynom musi byt jediny, a pak se snadno
(dosazenim) presvédéime, ze tento polynom musi tedy byt dan vztahem

n n

r — T
P(z) = Yi H — ]‘.
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Vyzbrojeni timto vzorecek se uloha jiz brzy vzda. Z néj spoctenim vedouciho koeficientu snadno
pfijdeme na to, ze pro monicky polynom plati

n n 1
Yi — =1.
;) Zj:g# Ti— %

Necht jsou tedy xo az xn, néjaka celd &isla sefazend vzestupné. Pozorovani - | z —x; |>| k—[ | pro
vSechna pfipustnd k a l. S vyuzitim tohoto pozorovéani a trojihelnikové nerovnosti dostaneme
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kde jsme v poslednim kroku vyuzili znamé identity o dvojim poc¢itani vsech podmnoiin mnoziny
o n prvcich. Dostavame tedy spor a alespoii pro jedno k plati, ze | yx |> . Nyni dokézeme,
ze tato hodnota je dosazitelna. K tomu polozme z = k a yr = (—1)’“ nl Pak je zjevné nejvétsi
hodnota absolutnich hodnot y; prave ;% a navic
V' j:or,sz L) =2

kde jsme opét vyuzili znamé identity. Vysledny polynom tedy bude monicky. Uloha byla zadana
pro n = 2014 a tedy minimum je 38(}14

Pozndmky opravujictho. Ulohu poslalo pét z Vas a étyii ji viceméné tispésné zdolalo. Vzorové
feSeni bylo volné prevzato od Danila KozZevnikova, jedno dalsi feseni vyuzivalo Lagrangeho a
dvé zbyla pak diference. Chvalim fesitele, ktefi pouzivaji TEX a zadam ty, co pisi rukou, aby
psali trochu ¢&itelnégji a na linkovany papir (hodi se vic a to i v pfipads, Ze FeSeni doprovazi
obrazky). (Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha N3. Patrik miluje prvocisla. Nektera miluje hodné, jina vice, ale ma nékolik prvocisel,
ktera miluje nejvice. VSechna tato prvocisla si schoval do konec¢né neprazdné mnoziny P. K na-
rozeninam by si od vas pral takové prirozené Cislo n, které lze zapsat jako aP + bP pro néjaka
a,b € N (kde p je prvocislo) pravé tehdy, kdyz p € P. Rozhodnéte, zda mizete jeho préni splnit
pro kazdou mnozinu P.

Reseni. Ano, je to mozné. Oznacme si jako t soucin vSech prvoéisel z P. Ukédzeme, ze éislo 2¢+1
spliiuje podminky ze zadéani.

Zaprvé, pokud p € P, pak volbou a = b = 2% (coz jsou pfirozend ¢isla, protoze p | t)
dostavame

aP +bP = 2t 4 20 = 2L
Nyni necht pro spor pro prvoéislo ¢ € P existuji pfirozena a a b takova, ze a? 4+ b9 = 2t+1,
Rozebereme dvé moznosti.

Pokud g = 2, tak vSechna prvocisla v P jsou licha, tudiz ¢t + 1 = 2s pro néjaké prirozené s.
Proto a? + b2 = 4. Necht 2* je nejvyssi mocnina dvojky, ktera déli a i b. Potom kdyz a = 2%c a
b = 2*d tak alespoti jedno z dvojice ¢, d je liché. Rovnost upravime na ¢ + d? = 45—*. Protoze
cid jsou prirozena Cisla, je leva strana rovna alespon dvéma, takze s — k > 0. Potom je prava
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strana délitelna ¢ty¥mi, takze 4|c? 4+ d?. OvSem protoze alespon jedno z ¢, d je liché, dava c? 4 d?
po déleni étyFmi zbytek 1 nebo 2, coz je spor.

Pokud q > 2, tak q je liché. Opét necht 2% je nejvyssi mocnina dvojky, kterd déli a i b a
necht a = 2%¢ a b = 28d. Z toho dostavame c? + d? = 2t+1—9% Protoze c a d jsou piirozena
Cisla, je leva strana alespon dva, takze t+1— gk > 1. Z toho plyne, ze c? + d? je sudé, a protoze
maximalné jedno z ¢, d muze byt sudé, musi c i d byt liché. Nyni z lichosti g plati

otHl=ak — a4 49 = (c+ @) (c? L —c172d + -+ d97Y).

Z toho plyne, ze ¢~ — ¢ 2d 4 --- + d?~! je mocninou dvojky. Ale toto &islo je souctem g
lichych ¢isel a proto je samo liché. Proto se jedna o jednicku. Potom ovsem c¢? + d? = ¢ + d,
takze z ¢ > 2, ¢ > la d > 1 plyne ¢ = d = 1. Takze 2t+71=9% = 2 neboli t = gk. Z toho oviem
plyne ¢ | t, coz implikuje, Ze g € P, coz je spor. Timto jsme hotovi.

Pozndmky opravugictho. Ulohu vytesilipouze dva fesitelé, oba postupem kopirujicim vzorovy.
Pfitom toha nebyla zas az tak tézka. Po spravném tipnuti vysledku uz se tloha stala pouze
standartni ilohou na praci s mocninami a vzorci, kterd nepotfebovala zadné pokrocilé techniky
nebo slozité triky. (Radovan ,,Rado“ Svarc)



