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RieSenia 4. série

Uloha C4. Je danych pit pétstoprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,1000}. Aké je najvicsi
m také, Ze medzi nimi nutne najdeme dve, ktorych prienik tvori asporn m prvkov?
Riesenie. Ukazeme, ze z kazdych 5 podmnozin mnoziny {1,2,...,1000} méa prienik aspon 200
prvkov.

Najskor ukazeme konstrukciu takych mnozin, kde prienik kazdej dvojice, a teda aj najvicsi
prienik, ma 200 prvkov. Rozdelme si prirodzené ¢isla do 1000 do 10 disjunktnych stoprvkovych
mnozin B, Ba, ..., Bio, napriklad podla ich poslednej cifry. Nasich 5 mnozin bude

Ay =B1UBsUB3sUB4UBs,
Ao = B1 UBs U Bg U B7U Bsg,
A3 = B1 U Bs U Bg U Bg U Big,
A4 = Bo U B4 U By U Bg U By,
As = B3 U Bs U B7 U Bg U Bg.

Lahko overime, Ze kazd4 z nich ma 500 prvkov a kazdé dve maju v zapise spolo¢né prave dve z
mnozin Bi, Bo, ..., B1o, teda ich prienik ma 200 prvkov. Ostava dokazat, ze nevieme najst také
mnoziny, kde by najvicési prienik dvojice mal menej ako 200 prvkov.
Oznacéme do az ds pocty Cisel, ktoré su postupne v 0, 1, 2, 3, 4 a 5 naSich podmnozinach.
Potom vieme, ze
do +di + d2 4+ d3 + da + ds = 1000, (1)

pretoze mame 1000 cisel a
di + 2d2 + 3d3 + 4d4 + 5ds = 2500, (2)

pretoze je to sucet po¢tov prvkov vietkych podmnozin s¢itany cez vSetky ¢isla (podla nasobnosti
ich vyskytov), a ten je 5 - 500 = 2500.

Dalej nam plati, ze sticet prienikov vSetkych dvojic podmnozin je s = dg + 3d3 + 6d4 + 10ds,
pretoze ak sa ¢islo nachadza v ¢ podmnozinach, tieto tvoria i(: — 1)/2 dvojic a toto ¢islo je v
prieniku kazdej z nich. Teraz sa sta¢i uz len trochu pohrat so séitanim a odéitanim rovnosti.
Od¢itanim trojnasobku od dvojnasobku dostaneme

2(d1 + 2do + 3ds3 + 4d4 + 5d5) — 3(d0 +di +do +ds+dg+ d5) = 2-2500 — 3 - 1000,
—3dg — dy + do + 3ds + 5d4 + 7ds = 2000,
s = dg + 3d3 + 6dyq + 10d5 > —3dg — dy + d2 + 3ds + 5d4 + 7ds = 2000.

Sucet velkosti prienikov vsetkych 10 dvojic je aspon 2000, a teda niektora dvojica m4 prienik
aspon 200 prvkov (inak by stéet vysiel mensi), ¢o bolo treba dokazat. (Michal Stanik)

Uloha G4. Nech ABC Jje ostrouhly trojuholnik s opisanou kruznicou w. Pétu vysky z vrcholu
A ozna¢me H. Dalej nech P a Q st body na w také, e |PA| = |PH| a |QA| = |QH|. Doty¢nica
k w z bodu P pretina priamky AC a AB po rade v bodoch E; a Fi, doty¢nica k w z Q) pretina
priamky AC' a AB po rade v bodoch E3 a F5. Dokazte, ze opisané kruznice trojuholnikom AE; Fy
a AE3 F> maja rovnaky polomer a priamka spéjajuca ich stredy je rovnobezna s dotyc¢nicou k w
z bodu A.

Riesenie. Oznac¢me stfedy stran AB a AC po fadé M, N, stfed w ozna¢me O. Protoze jsou
AHP a AHQ rovnoramenné trojuhelniky a AH | BC, prevadi stejnolehlost s koeficientem 2
a stifedem A body P a @ na pfimku BC'. Ta sama stejnolehlost ale pfevadi i body M a N na
ptimku BC, tedy P, M, N a Q lezi na pfimce.
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Predpokladejme, ze plati |E1 F1| = |E2F2| a ze ¢tvefice bodu A, E1, Fi, O a A, Ea, Fa, O
lezi na jedné kruznici. Potom ze sinové véty dostavame pro hledané poloméry kruznic opsanych
trojuhelnikim AFE; Fy a AE2F5 rovnost

|E1 Fu| _ | B2 o
2sin(LFE1AF1)  2sin(LE2AF»)

Raap F = = RAAEyFy»
z niz plyne prvni dokazované tvrzeni. Dale pak AO je chordalou kruznic opsanych trojihelniktim
AFE1F; a AE>F>, tedy je zaroven kolma na spojnici jejich stfedd a na teénu k w vedenou z A.
Z toho pak plyne druhé dokazované tvrzeni.

Ukéazeme si poctivé uhlici feseni a nékolik trikd, kterymi se tiloha (nebo alespori jeji ¢ast)
dala zdolat.

F

Uhlici teseni. Uhly /Fy MO a /F; PO jsou pravé, jelikoz F} P je teéna a MO je osa strany. Z
toho dotstavame, ze ¢tyfuhelnik F1OM P (a analogicky i ¢tyFahelnik Fo M OQ) je tétivovy. Tudiz
méame ZOF1 P = ZOMQ = ZOF>Q. Trojuhelniky Fy PO a F»>QO jsou tedy shodné, jelikoz jsou
pravouhlé, maji stejny thel u Fi a Fy a |OP| = |OQ| = R. Proto plati, ze |F1P| = |F2Q)|.
Analogicky mtzeme ukézat i |E1 P| = |E2Q)|, tedy celkové

|[EvFi| = [P+ [EvP| = [F2Q| + | E2Q| = |ExFal.

Nyni dokazeme, ze O lezi na obou kruznicich opsanych. Znovu pfitom pouzijeme, ze body
Eq1, P, O, N a F1, P, M, O lezi na jedné kruznici. Poc¢itejme:

/F10F, = /F1OP + LPOEy = ZFA1MP+ /PNFE, = ZAMN + ZMNA = /F1 AE;.
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Tedy skutecné étytthelnik Fy E1AO je tétivovy. Analogicky pak i ¢tyfuhelnik Fo AOEs je téti-
vOovy.

Tétivovost pres Simsonovu primku. VSimneme si, Ze body P, M, N jsou po fadé kolmé pro-
jekce bodu O po fadé na ptimky F;Fy, AF; a AF;. To uz nutné podle tvrzeni o Simsonové
pfimce znamend, ze O lezi na kruznici opsané trojuhelniku AF; Fy. Analogicky pak i AOEqFy
je tétivovy.

Shodnost délek pres projektivni geometrii (podle Vaska Jandcka). Oznalme X prisecik piimek
E1Fy a E9Fy a p rovnobézku s AB vedenou bodem X.

Nejprve ukazeme, ze p neprotne w. Necht je BUNO AB vodorovna a A lezi nalevo od B.
Jelikoz je AABC ostrouhly, lezi X vlevo dole od A. Opét z ostrothlosti nema w body vlevo
dole od A, tedy jediny mozny prisecik musi lezet napravo od X. Tam se ale p nachdzi v opacné
poloroviné nez w vzhledem k pfimce E1F.

Tim padem miizeme uvazovat kolineaci, ktera zobrazi p na nevlastni, zachovd w a poméry
na Aqﬂ Po kolineaci pak musi platit E]F| || ELF3, tedy P’'Q’ je pramér w.

Jelikoz se zachovaly poméry na AB, musi i po kolineaci platit |A’M’| = |B’M’|. Pro kon-
krétni volbu A’ ale mame pouze dvé moznd B’, pro ktera je pfedchozi rovnost splnéna — obraz A
v osové soumérnosti podle P'Q’ a obraz A ve stfedové soumérnosti podle O. V prvnim pifipadé
ale body F| a F} splyvaji v jeden nevlastni bod. To znamend, Ze musely byt stejné uz pied
kolineaci, coz jisté neni pravda.

Ve druhém pripadé je A’B’ primérem w. Poté ze symetrie |FjA’| = |F|B’|. Jelikoz se na
AB zachovaly poméry, musi rovnost platit i pfed kolineaci. Pouzitim mocnosti k w z F1 a F»
tedy dostavame

|[2QI? = |FL Al |2 B| = |FRAl-(|[F2 A|+|AB|) = |FA B|-(|FA B|+|AB|) = |y B|-|F1A| = |[Fy P|?.

Tedy jsme dostali |[FoQ| = |F1 P| a podobné jako v prvnim feSeni odvodime |E Fi| = |E2 Fa|.

Reseni pres spirdlni podobnost (podle Matéje Hanuse). Stejné jako v prvnim feseni dostaneme,
ze Ctyfahelniky F1OM P a Fo MOQ jsou tétivové. Pak podle tvrzeni o stfedu spirdlni podobnosti
je O stfedem spiralni podobnosti zobrazujici PQ na FiF5. Analogicky pak odvodime, ze O je
také stfedem spiralni podobnosti zobrazujici E1 E2 na PQ.

Trojuhelnik O PQ je rovnoramenny, tedy i trojuhelniky O E E9 a O Fj F> jsou rovnoramenné.
Navic slozenim dvou spiralnich podobnosti se stejnym stfedem je zase spiralni podobnost se
stejnym stfedem, a tedy O je taky stfedem spirdlni podobnosti zobrazujici F1FE2 na FyFs.
Znovu podle tvrzeni o stfedu spirdlni posloupnosti dostdvame, ze O musi leZet na kruznici
opsané trojuhelnikim AF1F) a AE2F5.

Spiralni podobnost chodi po dvou, tedy v O ma stfed i ta, co pfevadi E1F1 na EaxFy. Jelikoz
|OE1| = |OE2|, musi tato spirdlni podobnost byt rotaci. Ta na sebe shodné zobrazi i kruznice
opsané trojuhelnikim SFE; Fy a SE2F», které tak musi byt shodné.

Pozndmky opravovatela. Uloha se dala Fesit mnoha réiznymi zptisoby a obzvlasté chvalim
fesitele, co pfisli s hezkymi feSenimi. Zejména pak prisla dvé feSeni pouzivajici projektivni
geometrii. Nebojte se ji tedy pouzit na IMO, jde to. (Pavel Hudec)
Uloha N4. Najdite vsetky m,n € N, pre ktoré plati

2"+ (n—p(n) —DI=n"+1,

kde ¢(n) znac¢i Eulerovu funkciu éisla n, teda podet prirodzenych ¢&isel mensich nez n nesudeli-
telnych s n.

1Ze to skuteéné mtzeme udélat, si pfecti v prvnim dilu seridlu o projektivni geometrii do-
stupném na https://prase.cz/commentary/C/seriels/uvodis.pdf.
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Riesenie. Pokud je n prvocislo, potom se rovnice pfepise na 2" = n", proto n musi byt sudé
a vyjde jediné feSeni: m = 2, n = 2.

Pokud je n druhou mocninou néjakého prvocisla, nazvéme ho p, pak je n soud€lné s p cisly
0,2p,...,(p—1)p, tedy n —¢(n) —1 =n — (n —p) — 1 =p — 1 a rovnice se zjednodusi na

2 L (p—1)l = p>™ + 1.
Pokud p = 2, mame
16 +1=2%" 41,
tedy n =4, m = 2.
Jinak je p liché a na rovnici se podivame modulo 4.

(p—1)!'=2 (mod 4),
coz neplati, pokud je p > 4, takze musi byt p = 3. Jenze to by
29 4 2=9" 41,

coz zase nefunguje.

Posledni pripad je, kdyz n ve svém provociselném rozkladu obsahuje vice riznych prvocisel.
Tteba p a g, kde ¢ je nejmensi prvoéiselny délitel n. Pak je ale n soudélné s p,2p, ..., (¢—1)p,q,
takze téch ¢isel je aspoii g, a proto n — p(n) — 1 > ¢. Kdyz se na rovnici podivaime modulo g,
dostaneme

2" =1 (mod q),
takze ¢ # 2 a muzeme psat
q|2™ —1.
Zaroven ale za malé Fermatovy véty plati
g2t —1.

Rad prvku 2 mod q tedy déli obé ¢isla n a g — 1, pfitom ale ¢ uréité nedsli 1 = 21 — 1, takze
tento rad je vétsi nez 1. Z toho ale vidime, Ze n a ¢ — 1 jsou soudélné, coz je spor s tim, Ze q je
nejmensi prvociselny délitel n. (Vasek Vorécek)

Uloha A4. Organizéatori 1KSka sa rozhodli do tejto série vymysliet funkciondlnu rovnicu. Radi
by vyrobili taka funkciondlnu rovnicu, ktora ma prave jedno riesenie f : R — R a pre ktoru
navyse plati, Ze f ma za obor hodnét Z. Zatial sa im vSak nepodarilo Ziadnu vymysliet, preto
sa obratili na vas. Existuje taka funkcionalna rovnica?

(Funkciondlna rovnica vyzera tak, ako by ste ¢akali - rovnica, v ktorej sa vyskytuje nejaké
nasobenie, s¢itanie, od¢itanie a vkladanie do f, ¢i uz premennych alebo vyrazov.

Formalnejsie: Funkcionalna rovnica je rovnica tvaru E = 0, kde E je funkcionalny vyraz.
Medzi funkciondlne vyrazy patri lubovolna redlna konstanta a Iubovolnd premennd z mnoZiny
{x1,22,...}. NavySe, ak su V a W funkcionédlne vyrazy, potom su funkciondlnymi vyrazmi aj
V+W,V—-W,V-W a f(V). Ziadny vyraz, ktory sa neda vyrobit koneénou aplikiciou tychto
pravidiel, funkciondlnym vyrazom nie je. RieSenim funkcionélnej rovnice je potom Iubovolnd
funkcia f : R — R takd, Ze pre lubovolnii volbu redlnych premennych xi,xs,... je rovnica
splnena.)

Riesenie. Ukazeme, ze takovou rovnici skute¢né orgové vymyslet mohli.

Jednoduse vidime, ze

F=2®)? + (f+3) + fle+2) = flz+1) = f(2)? (2 +2)* + (F(1) - 1)°
je funkcionalni vyraz. Podivejme se, jak vypada feseni rovnice
F=2?)2 + (f@+3) + f@+2) — fl+1) — f(2)* (2 +2)° + (F(1) - 1> =0.
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Tato rovnice vlastné musi spliiovat, ze f(z) = 0 pro kazdé = < 0, déle
f@+3)+ fz+2) - flz+1) - f(x) =0

pro kazdé x # —2 a nakonec f(1) = 1. Diky tomu, ze f(x) = 0 pro kazdé redlné z < 0 a tomu,
ze pro kazdé = # —2 je

flx+3)=—fx+2)+ f(z+ 1) + f(z),

vidime, Ze pro kazdé = € R\ Z je f(x) = 0. Zbyva ndm rozebrat, jak to vypada na celych éislech.
Pron <0 je f(n) =0. Dale f(1) = 1. A nakonec pro n # 1 je

f)=—fn-1)+ f(n—-2)+ f(n—3).

To znamend, ze kazdé n musi uz mit indukéné nadefinovanou hodnotu jednoznac¢né. A jak
vypada? Inu, f, které lichému n > —1 prifazuje 2t a sudému n > 0 prifadi %", skuteéné
vyhovuje: Pro n rovno —1, 0 a 1 to uz vime, déale indukci. Pokud n > 2 je sudé, pak

R N R R N

Pokud n je liché, pak

J) = —fn =1+ fn -2+ fn-H ="t L SR

V obou pripadech je to to, co jsme chtéli.
To znamena, Ze jediné feSeni rovnice

F=2)? 4+ (fle+3)+ f@+2) — flz+1) — f(@)? @ +2)> + (F(1) - 1)2 =0

je funkce, kterd necelym ¢islim pfifazuje nulu, zapornym celym také nulu, lichym n > 1 pfifazuje
"T'H a sudym n > 2 pfifazuje _T" Tedy obor hodnot této funkce je urcité podmnozina celych
¢isel, a dokonce jde o vSechna cela ¢isla, protoze f(0) = 0, pro kladné n je f(2n — 1) = n a pro

zdporné n je f(—2n) = n. Tedy tato funkcionélni rovnice vyhovuje podminkdm ze zadani.

Pozndmky opravovatela. ReSeni piisla dvé, ani jedno dobie. Zékladni idea FeSeni byla, Ze po-
moci s¢itani nékterych vyrazti umim vynutit nékolik podminek nardz, a poté si chci vyrobit
néjakou rekurentni posloupnost, ktera mi projde vSechna c¢isla. Vzorové reseni vyuzilo posloup-
nost ...,0,0,0,0,0,1,—1,2,—2,3, —3,4, —4, ktera lze skoro vsude (aZ na jedno misto) vyjadfit
rekurentnim vztahem a,+43 + ant2 = ant1 + an. (Rado van Svarc)



