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Reseni 5. série

Uloha C5. V fadé je N zarovek ocislovanych postupné 1 az N. Krokem rozumime prepnuti
tri zarovek, jejichz cisla a, b, ¢ splnuji a + ¢ = 2b. Urcete vsechna N, pro néz lze konecnou
posloupnosti kroka vsechny zarovky zhasnout nezavisle na jejich pocatec¢nim stavu.

Reseni. Dokazeme, e podminka na N ze zadani je ekvivalentni s N > 8. Hranatymi zavorkami
budeme v celém FeSeni znacit kroky.

Nejprve indukci dokadzeme, ze pro N > 8 je jiz podminka ze zadani splnéna. Jisté nam
k tomu bude stacit, kdyz ukaZeme, Ze za této podminky umime pomoci néjaké posloupnosti
krokt zménit stav libovolné zarovky a stavy ostatnich zarovek pritom nezménit.

Pomoci kroku [1,4,7],[4,5,6],[5,6,7] lze zménit stav (jen) zarovky 1, stejné tak pomoci
kroku (2,5, 8], [5,6, 7], [6,7, 8] zménime stav zarovky 2. Pfedpoklddejme nyni, Ze umime zménit
stav zarovek n a n+1, ukdZzeme, Ze umime zménit stav zarovky n+2 (samoziejmé za predpokladu
n+2 < N). To provedeme tak, ze zménime stav zdrovkdm n a n+1 (coz umime dle pfedpokladu)
a nasledné krokem [n,n + 1,n + 2] témto dvéma stav vratime a zménime stav n + 2. Tim je
dokazano, ze pro N > 8 umime zmeénit stav kterékoliv zarovky.

Nyni ukadzeme, ze pro N < 8 nejsme schopni zhasnout vSechny zarovky napf. pokud je na
zaCatku rozsvicena pouze zarovka 2 (pfipad N = 1 je trividlni). Rozdélme zarovky do t¥i skupin
Zo, Z1, Z2 podle jejich zbytku po déleni tfemi. Snadno zjistime, e kazdy krok bud pfepne jednu
zarovku v kazdé skupiné, nebo tfi zarovky v jedné skupiné — pro N < 8 je ovSem jedinym
takovym krokem [1,4,7]. Stavy zarovek ze Zo a Zo lze tedy ménit jen pomoci tahii, které méni
stav jedné zarovky v kazdé skuping, tim padem kazds zména stavu néjaké zarovky v Zg nutné
znamena i zménu stavu jedné zarovky v Zo a naopak. Maji-li tedy na zacatku pocty sviticich
zarovek v Zo a Zo riiznou paritu (co# je napt. kdyz je rozsvicena pouze zarovka 2), budou ji mit
i po libovolné posloupnosti krokt, nelze tedy dosdhnout zhasnuti vSech zarovek.

Poznamky opravugictho. Vsichni, kdo ilohu poslali, dostali plny pocet bodu. Jen jsme si mysleli,
ze ulohu posle vice Fesiteli, protoze nam prisla spise leh¢i.

Dosla feseni se mi dost libila, protoze dukazové postupy byly vskutku origidnalni — zadna

dvé FeSeni nebyla stejna. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
2 2
Uloha N5. Dokazte, Ze pro véechna n € N, n > 1 plati n | 222 — 222 .
S—— =

n n—1
Poznamka: patrové mocniny vyhodnocujeme shora, tj. a?® = al®9),

Reseni. Nejprve si dokdzeme pomocné lemma:

Lemma. Pro prirozené c¢islo k > 1 existuje prirozené c¢islo r < k s ndsledujici vliastnosti: Pro
libovolnd ptirozené &isla x,y > k spliugict navic r | x — y plati k | 2% — 2Y.

Dukaz. Podivejme se na posloupnost z, = 2" mod k. Jeji hodnoty nabyvaji pouze 0,1,2,...,
k — 1 a navic je mozné na tuto posloupnost nahlizet jako na posloupnost danou rekurentnim
vztahem z, = 2z,_1 mod k pro n > 1. Pokud se mezi prvky zq, 21, ...,2x—1 této posloupnosti
vyskytuje néjakad nula, vSechny prvky za ni jsou uz nulové, staci tedy zvolit » = 1 a bude platit
r | 2% pro libovolné = > k, tedy i r | 2% — 2Y.

Pokud se mezi prvnimi k£ hodnotami nula nevyskytuje, néjakd hodnota se musi objevit
dvakréat. Necht tedy z; = zj, pro ¢ < j < k. Diky tomu, Ze posloupnost z, spliiuje rekurentni
predpis, tak

Zi+1l = Zj+1, Ri+2 = Zj+2, ---5  Fitn = Zj+n
Zvolme r = j — i. Potom zy, = 2Zn+4r = Zn+cr pro libovolné n > ¢ a celé ¢ > 0. Kdyz dostaneme
pfirozena &isla ¢,y > k splitujici v | © —y, ozna¢ime n jako mensi z z, y a to druhé z nich budeme
povazovat za n+cr. Protoze i < k, tak n > i a tedy z; = zy. Z toho jiz plyne, ze k | 2 —2¥. [
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A nyni se vratime k nasi tloze. Ozna¢me

2
ap = 22

—
n
Indukci podle n dokézeme, Ze pro pfirozené ¢islo n spliujici n > 1 plati n < an—1 a navic pro
libovolné pfirozené k < n plati
klan—an—1.

Pro prvni indukéni krok n = 2 snadno spocitame a2 —a; = 2, coz je délitelné jak jednickou,
tak dvojkou,an=2<2=aj.

Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a dokazme ho pro n + 1. Nejprve ovérime
nerovnost, n + 1 < 2™ < 2%n+1,

Pro k = 1 plati tvrzeni zfejmé. Zvolme k spliujici 1 < k < n. Podle lemmatu existuje r < k
takové, ze k | 2% — 2¥ kdykoli z,y > k a r | x —y. Protoze r < k < n+ 1 plati r < n. Vyuzijeme
indukéni predpoklad r | an — an—1. Déle plati n < ap—1 < an, tedy predpoklady lemmatu jsou
splnény pro z = an—1, y = an. Tedy

k|20 —29n-1,

Pozndmky opravujictho. Narozdil od vzorového feSeni jste ¢asto pouzivali Eulerovu funkci ¢,
kterd ma tu vlastnost, ze 2¢(2) =1 (mod a), avSak to vas donutilo rozebrat éislo k na soudin
lichého ¢isla a mocniny dvojky. Vsech osm doslych feseni se ubiralo spravnym smérem, avSak
jen polovina byla zcela v poradku. (Mirek Olsék)

Uloha A5. Posloupnost {an}22, je tvofena pouze pfirozenymi Cisly, pfi¢emz kazdé z nich ale-
spon jednou obsahuje. Navic existuje realné ¢islo k > 0 takové, ze kdykoliv m # n, pak
1 lan —am]

- < —F <k
k [n —m]|

Ukazte, ze pro kazdé n € N plati |an — n| < %kQ,

Reseni (podle Stépdna Simsy). Nejprve si uvédomime, ze pro &isla a;, ap spliujici a; —ap =1
plati |l — p| < k. Tedy vzdalenost! dvou &isel v posloupnosti ligicich se o jedni¢ku je mensi nez
k.

Nejprve dokédzeme an, —n < %kQ.

Pro spor predpokladejme, ze existuje n takové, ze a,, —n > %kQ. Vezméme nejmensi ¢islo,
které neni mezi ¢isly ai,a2,...,an—1. Protoze je nékde v nasi posloupnosti, ozna¢ime si ho a,.
Protoze je téchto ¢isel n — 1 a n < an, plati a;, < n < an, a protoze je az za ¢islem n — 1, mame
z>n.

Vezmeme ¢islo ay takové, Ze ay > an a |y—z| je minimélni. (Tedy nejblizsi éislo posloupnosti
velké aspoil ar). Ze zaddni méme
lay —az|  ay—a: _ an—n n+%k2—n 1

lay — az|
99 ZA2] p tedy |y—2| > - > > = k.
ly — 2| vy ly—=l k k= & k 2

Tedy mezi prvky a; nasi posloupnosti, kde i € <z — %k, z+ %k> N N, neni c¢islo velké aspon an,.
To je ale asponi | k] ¢isel. Vezméme nejvétsi ¢islo pied témito prvky posloupnosti. To musi byt
alespoti ay,. Cislo o jedna vétsi musi byt tedy a# za touto posloupnosti, tedy jejich vzdalenost
je vétsi nez k. To je spor a anp —n < %kz pro vSechna n.

LVzalenosti ¢isel x, y myslime ¢&islo |z — y|.
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Nase posloupnost je prostad a na, tedy existuje néco jako ,inverzni“ posloupnost b, takova
ze ba,, = n. Protoze posloupnost b, spliuje stejné podminky jako an, plati by, — m < %kQ pro
vSechna m. Pokud polozime a,, = m, dostaneme n — a,, < %kQ pro vSechna n.

Celkové tedy dostavame |an, —n| < %kQ, coz jsem chtéli dokézat. (Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha G5. Trojiihelnik ABC spliujici |AB| # |AC| je vepsan do kruznice w. Tecny vedené
bodem A ke kruznici opsané stiedum jeho stran se ji dotykaji v bodech D, E. Ukazte, ze piimka
DE, pfimka BC' a te¢na k w vedena bodem A prochazeji jednim bodem.

Resend. Ulohu lze fe$it mnoha zptisoby. My uvedeme jeden standardni, jeden trikovy a nasti-
nime jeden ,,dospély“.

Standardni feseni. Oznaéme f Feuerbachovu kruznici? trojihelnika ABC a F jeji stied. Jelikoz
AD, AE jsou teény k f, je |SXADF| = |XAEF| = 90°, takze body D, E lze definovat jako
pruseciky f s kruznici nad primérem AF', kterou ozna¢ime w. Pfimka DFE je pak chordalou f
aw.

Oznacme £ te¢nu ke kruznici opsané trojuhelniku ABC vedenou bodem A a P jeji prusecik
s piimkou BC (ten existuje, nebot AB # AC). Budeme hotovi, ukdzeme-li, Ze P méa stejnou
mocnost k f jako k w.

Kruznice f protne BC ve stfedu M strany BC a v paté vysky Ag z bodu A. Ozna¢me X druhy
pruseéik w a £. Stadi ukdzat, ze |[PM|-|PAg| = |PA| - |PX|, neboli ze étyfuhelnik M AgX A je
tétivovy.

Jelikoz | AAqM| = 90°, staci ukdzat |[XAX M| = 90°. My ale vime, ze |[SAXF| = 90° (AF
je pramér w), takze zbyva ukazat, ze body M, X, F lezi v pfimce, neboli ze M F je kolma na /.
Tim jsme se definitivné zbavili boda D a E i kruznice w a prevedli tlohu na jednoduché tvrzeni
o trojuhelniku, které 1ze dokazat napriklad nasledovné:

Ozna¢me H ortocentrum trojuhelnika ABC a A’ druhy priseéik f a vysky AAg. Pak
|xA’AgM| = 90°, takze M A’ je pramér kruznice f. Zaroveii ve stejnolehlosti se stfedem H
a koeficientem 2 prejde f na kruznici opsanou trojuhelniku ABC, takze specialné F' piejde na
O a A’ na A. V trojuhelniku OH A je tedy F A’ stiedni pficka a jelikoz OA je kolm4 na ¢, je na
ni kolmé i MF.

2Feuerbachova kruznice (¢i kruznice deviti bod) daného trojuhelnika je kruznice prochézejici
stfedy jeho stran, patami vysek a stfedy spojnic vrchola s jeho ortocentrem.
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B

Trikovée Teseni. Opét vyuzijeme mocnost, tentokrat vSak podstatné dimyslnéji. Symbolem
p(X,w) budeme znacit mocnost bodu X ke kruznici w.

Ozna¢me f’ obraz kruZnice opsané stiediim stran AABC ve stejnolehlosti se stiedem A a
koeficientem 2 a D', E’ obrazy bodd D, E. Jelikoz ptivodni kruznice prochéazela stiedy stran,
prochazi f’ body B a C. Piimka BC je proto chordalou f’ a kruZnice opsané trojuhelniku ABC,
kterou budeme nadale znacit w.

B C\
El
Vnimejme nyni bod A jako kruznici se stfedem A a nulovym polomérem. Pak

p(D, A) = |DA]> = |DD'|> = p(D, f)

a podobné p(E, A) = p(E, f'), takze DE je chordala kruznice f’ a bodu A.
Chordalou kruznice w a bodu A je te¢na k w vedena bodem A. VSechny tfi pfimky proto
skute¢né prochézeji jednim bodem — potenénim stfedem kruznic f’, w a bodu A.

Nastin dospélého reseni. Oznacme M stied strany AB, Co patu vysky z vrcholu C a K prusecik
AB a DE.

Jelikoz DFE je polara bodu A vzhledem ke kruznici opsané stfedtim stran trojuhelniku ABC,
je étvetice (A, K; Co, M) diky zndmemu tvrzeni harmonicka3. Délky tseéek ACy a AM umime
vyjadrit pomoci délek stran AABC, takze umime vyjadfit i délky KCo, KM, potazmo AK,
KB.

Podobné umime vyjadrit i pomér, v jakém primka DFE déli stranu AC. Oznacéime-li tedy X
prusec¢ik DE a BC, muzeme pomoci Menelaovy véty vyjadrit pomér X B : XC.

3Pro stru¢né obeznameni s tim, co to je harmonickd &tvefice, si muze§ predist napiiklad
¢lanek http://mks.mff.cuni.cz/library/Harmonicky4PomerTP/Harmonicky4PomerTP.pdf.
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A

B~ “C

Oznac¢ime-li Y prusecik BC' a te¢ny ke kruznici opsané trojuhelniku ABC, pak pomér Y B :
Y C snadno vyjadiime pomoci sinové véty v trojuhelnicich ABY a ACY. Jak se ukaze, vyjde
tataz hodnota jako pro X (konkrétné |AB|? : |AC|?), takze body X a Y splyvaji a my jsme
hotovi.
Pozndamky opravugictho. Seslo se sedm spravnych feSeni. Vétsina z nich se ubirala cestou prv-
niho (standardniho) FeSeni, pfiCemz s ruznymi jeho pasdZemi se vyporadavala razné elegantné.
Dospélé feseni poslal Le Anh ,Tonda“ Dung, na trikové feSeni nepfisel nikdo.

Uloha $la pomérné pfimodafe fesit i analyticky (resp. za pomoci komplexnich é&isel), o emz
se presvédéil Rado Svarc. (Pepa Tkadlec)



