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Riesenia 1. série

Uloha N1. Nech d je prirodzené é&islo a ag,a1,az, ... je postupnost prirodzenych éisel taks, ze
ap = 1 a pre vsetky n > 1 plati:

o a, =221 ak 3 delf an_1,
® ap, =ap—1 +d, ak 3 nedeli ap—1.
Na&jdite vsetky prirodzené cisla d také, ze existuje k > 0 také, ze ap = 1.

Riesenie. Ak je d delitelné 3, tak zrejme ziaden ¢len postupnosti nebude delitelny 3, a stale sa
bude pripocitavat d. Preto postupnost bude rasttica a neexistuje také k > 0, Ze ap, = 1.
pokladajme, Ze k je najmensi index taky, ze ar > 3d. Potom nutne ax_1 = ap — d,ax_o =
ap —2d,ap_3 = ap — 3d, teda v troch poslednych krokoch sme pripocitali d. To je jasné, lebo ak
Lenze to znamena, ze ani jedno z &isel ar — d, ap, — 2d, ap, — 3d nie je delitelné 3, ¢o je spor, lebo
kedZze d nie je delitelné 3, tak tieto ¢isla davaju rozne zvysky po deleni 3, a preto jedno z nich
je delitelné 3.

To znamena, ze ak si zoberieme ¢leny ag, a1, ...asq, tak z Dirichletovho principu st aspon
dva z nich rovnaké (kedze vsSetky Cleny postupnosti si zjavne prirodzené &isla). Zoberme si
najmensi taky index %, ze plati a; = a, (a ¢ # k). Ukdzeme, Ze i = 0.

Ak i > 0, tak sa pozrieme na ¢len a;—1. Ak a; < d, tak zrejme a;—1 = 3a;. Ak a; > d, tak
a;—1 = a; —d, kedze vSetky ¢leny postupnosti st najviac 3d. To znamena, Ze predchadzajici élen
je jednoznac¢ne urceny. No rovnako jednoznacne je urceny aj ¢len ap_1, a preto a;—1 = ag_1,
¢o je spor s volbou indexu 1.

Preto existuje také k > 0, Zze ar, = ap = 1. Dokéazané.

To znamena, ze také k existuje prave vtedy, ak d nie je delitelné 3.

(Martin ,Vodka“ Vodicka)

Uloha Al. Najdite vsetky funkcie f : Q — Q také, ze pre vSetky Stvorice racionalnych cisel
w < x <y < z tvoriacich aritmeticki postupnost plati:

fw) + f(z) = f(z) + f(y)

Riesenie. VSimnime si, ze ak f vyhovuje zadaniu tak aj g(z) = f(x) — f(0) vyhovuje zadaniu
a navyse g(0) = 0.

Zoberme si do aritmetickej postupnosti este v tak aby v,w,z,y, z tvorili aritmeticka po-
stupnost. Potom platia rovnosti

g(w) + g(2) = g(z) + 9(y) (1)
g(w) + g(z) (2)

S¢itanim (1) a (2) dostaneme

g(v) + g(2) = 2g(z) = 29 (v -g z)

lebo z je aritmeticky priemer v a z.
Dosadme [v, z] = [0, 2t] a dostaneme g(2t) = 2¢g(t), ¢o po spétnom dosadeni da

g(v) +9g(2) = g(v+2)
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To uz je Cauchyho funkcionalna rovnicﬁ Jej rieSenia st g(z) = az pre a € Q. My ale chceme
f, teda f(z) = az+ f(0) = axz + b pre pevné a,b € Q. VSetky takéto funkcie vyhovuju povodnej
rovnici. (Miro Psota)

Uloha C1. V kazdom policku tabulky 2m X 2n sa nachédza celé ¢islo. Mézeme robit nasledujiicu
operdciu: Zvolime si tri polic¢ka, ktoré tvoria L-triomino (teda nejaké policko C' a dve dalsie ktoré
s nim susedia hranou, jedno vodorovne a druhé zvislo) a pripoé¢itame 1 k ¢islu napisanému v
kazdom z nich. N4jdite vsetky dvojice ¢isel m, n také, ze pre lubovolnii podiatoénu poziciu, sa
vieme dostat do stavu, ked je v kazdom poli¢ku tabulky rovnaké ¢islo.

Riesenie. Na zaciatok si v§imnime, Ze v kazdom tahu zvysime tri policka o 1, teda sucet ¢isel v
tabulke sa ndm zvicsi o 3. Preto stcet ¢isel v tabulke bude davat po deleni tromi rovnaky zvysok.
Tu si uz modzeme vsimnut, Zze ak m alebo n je delitelné tromi, tak cisla v tabulku nemusime
vediet vyrovnat. Ak je totiz na kazdom policku tabulky éislo k, tak stcet vSetkych &isel je dmnk,
¢o je nasobok troch. Ak vsak tabulku vyplime nulami a jednou jednotkou, tak stcet jej Cisel
bude davat po deleni tromi zvySok 1, z ktorého zvySok 0 nasimi operdciami nedostaneme.

Podme sa pozriet na tabulky, v ktorych ani m, ani n nie st delitelné tromi. Najprv skisme
vyrovnat tabulku 2 x 2. Ozna¢me si ¢éisla v nej a, b, ¢, d tak, ze a < b,c,d. Potom nam staci
postupne (b — a)-krét, (¢ — a)-krat, resp. (d — a)-krat zvolit L-triominom vsetky policka okrem
toho, kde bolo na zaciatku b, ¢, resp. d (vdaka volbe a st vSetky poéty tahov nezdporné). Po
tychto tahoch na kazdom policku bude ¢islo b + ¢ + d — 2a.

Ak mame vSeobecnu tabulku 2m x 2n (kde 3 nedeli mn), tak si ju moézeme rozdelit na m x n
stvoréekov 2 x 2. V kazdom $tvoréeku uz vieme vyrovnat éisla. Dalej, ak vyberieme v $tvordeku
2 X 2 L-triomino vSetkymi Syrmi moznymi spésobmi, tak zvic¢Sime v nom kazdé cislo o 3. Takto
by sa ndm mohlo skoro podarit vyrovnat vsetky éisla v tabulke. Na to, aby sa ndm to tplne
podarilo, sta¢i nadm zariadit, aby sucet ¢isel v kazdom stvoréeku 2 x 2 bol rovnaky. Podme si to
teda ukazat.

Ozna¢me S pdvodny sucet &isel tabulky. Najprv zistime, aky zvySok k po deleni tromi
budu davat ¢isla tabulky, ak budat na kazdom policku rovnaké. Sucet ¢isel vyslednej tabulky
bude teda 4mnk. Kedze zvySok stucétu ¢isel v tabulke po deleni tromi sa nemeni, musi platit
S = 4mnk = mnk (mod 3). Kedze 3 1 mn a 3 je prvocislo, taky zvySok bude existovat a bude
preii platit k = S(mn)~! (mod 3), kde (mn)~?! je inverzny prvok vzhlahom na nasobenie mod 3
(zistit k mozno aj rozobratim pripadov). Stcet ¢isel v kazdom $tvoréeku 2 X 2 vyslednej tabulky
teda musi dédvat po deleni tromi zvySok 4k = k (mod 3).

Zoradme si teraz vSetky Stvoréeky 2 x 2 do postupnosti: zlava doprava pridame Stvorcky
v prvom riadku, podom v opa¢nom smere priddme stvoréeky v druhom riadku atd. Vytvorime
takého ,hadika“. V tejto postupnosti mé kazdy Stvoréek (okrem posledného) spolo¢ni stranu
s nasledujiacim $tvoréekom. Zoberme si prvy stvorcek tejto postupnosti. Ak zvolime L-triomino
presahujice spolo¢nt stranu medzi prvymi dvomi stvorcekmi tak, aby jedno jeho policko bolo
v prvom Stvoréeku a druhé dve v druhom, tak zvysSime sacet ¢isel v prvom Stvorceku o 1. Tento
postup opakujeme, kym sadet ¢éisel v prvom Stvoréeku nebude davat po deleni tromi zvySok
k. VSeobecne v i-tom (1 < i < mn) kroku sudet &isel v Stvorcéekoch 1, 2, ..., i — 1 uz bude
dévat po deleni tromi zvysok k a volenim L-triomin cez spolo¢nu stranu Stovréekov i a i + 1
upravime zvysok suctu ¢isel v i-tom stvorceku, aby daval zvySok k. Na konci bude sucet ¢isel v
kazdom $tvroceku okrem posledného davat zvysok k. Zvysok posledného stvorceka zistime ako
S—(mn—1)-k=S—mnk+k=k (mod 3), kedze k sme zvolili tak, aby S = mnk.

Teda sme upravili tabulku tak, aby sucet ¢isel v kazdom stvoréeku daval rovnaky zvySok
po deleni tromi. Teraz vyssie spominamym postupom upravime kazdy Stovrcek 2 x 2 tak, aby v
niom boli rovanké ¢isla. Tieto tipravy ndm zvysok stuctu ¢isel v stvoréekoch nezmenia. A kedze

1Viac informacii a aj dokaz najdete napriklad tu: https://mks.mff.cuni.cz/library/
CauchyovaRovniceDS/CauchyovaRovniceDS.pdf
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stéale ¢isla v tabulke davaju rovnaky zvysok po deleni tromi, vieme Tahko postupnym zvysSovanim
vsetkych &isel v stvrocekoch 2 x 2 o 3 dosiahnut, aby vsetky ¢isla v tabulke boli rovnaké.

Pozndmky opravovatela. Uloha nebola velmi naro¢na. Na nutni podmienku 3 { mn prisli vSetci
riesitelia a konstrukciu vécsina riesitelov nasla tiez. Mensim problémom bolo néajst jednoduchsiu
konstrukciu, ktora by sa lahko popisovala a jej spravnost by sa pohodlne dokazovala. Dalo sa
tak vyhnut rozobereniu pripadov a riziku, Ze na nie¢o zabudneme. (Jozef Rajnik)

Uloha G1. Dany je trojuholnik ABC' s opisanou kruznicou k;. Bod dotyku kruznice vpisanej
do tohto trojuholnika so stranou BC nazveme N. Nech ky je taka kruznica, ze sa dotyka BC v
N a kruznice k1 na rovnakej polrovine oddelenej priamkou BC ako bod A. Nech O je stred ko
a J je stred kruznice pripisanej k strane BC. Dokéazte, ze AO je rovnobezna s JN.

Riesenie. Nech I je stred vpisanej kruznice. Zrejme plati, ze body O, I, N lezia na priamke a
tiez body A, I, J lezia na priamke. Ak plati |AB| = |AC], tak zrejme vsetky tieto body leZia na
osi tisetky BC, preto AO || JN. Dalej predpokladajme, 7ze |AB| < |AC|. Sta¢i ndm ukazat, ze
trojuholniky AIO a JIN st rovnolahlé (a podobné), lebo z toho uz vyplyva rovnobeznost AO
a JN.

Uvazujme rovnolahlost so stredom v I v ktorej sa zobrazi J na A. V tejto rovnlahlosti sa
kruznica s priemerom JI (na ktorej lezia aj body B, C') zobrazi na kruznicu s priemerom Al. Je
znama prevarend uloha, ze ak X, Y st body na priamkach BI, CI také, ze |/BXA| = |ZCY A| =
90°, tak X,Y lezia na strednej priecke rovnobeznej s BC'.

Dokaz je lahky - ak C7 je stred strany AB, a X’ je bod na priese¢niku BI a strednej
priecky, tak BC1X' je rovnoramenny (z rovnobeznosti BC a strednej priecky je |Z/C1X'B| =
|£X'BC| = |£X'BC1]), preto |C1X'| = |C1B| = |C1 4|, z ¢oho vyplyva, ze ZBX'A je pravy, a
preto X’ = X. Obdobne pre Y.

To znamend, ze priamka BC sa v tej rovnolahlosti zobrazi na stredni priecku, lebo body
X,Y sa zobrazia na popisané body X,Y. Preto bod N sa zobrazi na taky bod O’ na priamke
NI, ze |[INO'| = v, /2. Treba ukazat, ze O’ = O.

KruZnica k2 je dand jednoznacne (to je nejak jasné, a keby nebolo, tak sa Tahko da z
rovnolahlosti odvodit, Ze jej bod dotyku z opisanou kruznicou je na priamke Sgc N, kde Spc je
stred obluka BC, z ¢oho je to uz naozaj jasné, lebo bod dotyku je uréeny jednoznac¢ne). Preto
sta¢i overit, ze kruznica so stredom v O’ a polomerom |[NO’| vyhovuje. Ak ozna¢ime S stred
opisanej kruznice a R jej polomer, tak staéi overit, ze |O0’S| = R — |[NO’|. Tak zatnime zuby
a podme na to. Budeme pouzivat $tandardné znacenie. KedZe obe strany st kladné staci to
dokézat po umocneni na druhu. Plati:

2 b
(R—|NO')? = R? — Rvq + =& = R> = = 4 =&

et

Vyuzili sme vztah Rv, = %, ktory sa da Tahko odvodit zo vztahov % =sinf = UT“ Dizku
O'S odvodime z Pytagorovej vety, oznacme M stred BC":

o 2 (b—c)?
|0'S|? = (INO'| — |SM|)® + [NM|? = (% ~ Reosa) + ( C) =

2
2 2 2 2 2 2
v, b c be v, be . b c be
= ZG_RUECOSQ+R2COSQQ+I+I_E = f—;cosa+R2—R251n2a+Z+z—5
Vyuzili sme vztah |[MN| = ’bg—c‘, ¢o plyne z |[BM| = 5 a |[BN| = %W Sta¢i ndm porovnat
tie dva vyrazy ¢o nam vznikli a upravovat:
bc  v2 v be b2 2 be
R?— — 42 =-2%_ —cosa+R?-R%*sina+—+— — —
2 + 4 4 2 + 4 4 2
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b b2 2

R?sin?a = —Eccosa—i- 7 +CZ
a? be Jrb2 +02
— =——cosa+ — + —
4 2 4 4

Lenze posledny vztah nie je ni¢ iné ako kosinusova veta, a preto plati, z ¢oho spitne mame aj
platnost pévodného vztahu. Teda tato kruznica vyhovuje a musi O = O’. Preto st trojuholniky
AIO a AJN naozaj rovnolahlé a plati AO || JN.

Pozndmky opravovatela. Ulohu vyriesili traja riesitelia. Vsetci to nejakym viac alebo menej
zlozitym sposobom upocitali (skor viac). Ak neviete prist na nieo pekné, netreba sa toho bat,
treba mat len dobry plan. Ak mate plan a viete ¢o robite, tak to tak ako vo vzordku proste musi
vyjst :) (Martin ,,Vodka“ Vodicka)



