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RieSenia 6. série
Uloha A6. Uvazujme pre readlne r > 2 rovnicu z?> = r|z| v kladnej redlnej premennej x.
Dokézte, Ze pre kazdé r > 2 mé tato rovnica bud prave dve, alebo prave tri riesenia x € RT.
Riesenie. Polouzavieny interval [n,n + 1) pro pfirozené n nazyvejme pdsem. VSimnéme si, Ze
pro dané n € N je pro kazdé = € [n,n + 1) prava strana rovnice z2 = r|x] stejna, proto v
kazdém pasu ma rovnice nejvyse jedno reSeni. Nejprve tedy ohrani¢ime pocet péasi, ve kterych
muze Feseni rovnice lezet.

Zaprvé, neexistuje feSeni v pasu [0,1), protoze pak |z] = 0 a tedy by muselo byt = = 0.
Proto predpoklddejme z > 1. Déle zkoumejme, ve kterych pasech muze feseni rovnice lezet.

Lemma 1. Pokud z spliiuje rovnici x? = r|x|, tak |x| € {|r], |r] — 1, || — 2}.

Dokaz. Zapisme x =n+ f, kde n = |z] a f € [0,1). Protoze n, r i f jsou nezadporna, mizeme
psat
m+fl=m=f=vm-n=0<Vrm-n<l.
Snadnou tpravou ziskdme (pamatujme, ze n > 1)
(n+1)2
n

1
n<r< =n+2+—-<n+3.
n
Platir —3 <n <r. Pokud n > |r] + 1 a nebo n < |r| — 3, tak ziskdme spor s pravé ziskanym
fetézcem nerovnosti. Je tak opravdu |z| € {|r]|, |r| — 1, |r] — 2}. O

Jak jsme jiz predtim zminili, v kazdém pésu lezi nejvyse jedno feSeni, proto dand rovnice
mé pro kazdé r nejvySe tfi feSeni. Nyni ukdzeme, ze vzdy existuji feSeni, kde |z| = [r] a

lz| = |r] —1.

Lemma 2. Af n je takové prirozené ¢&islo, 2en < r < n+ 2+ % Potom v pdsu [n,n + 1)
existuje TeSent rovnice.

2
Dékaz. Pro x € [n,n + 1) fesime rovnici r = %-. Prava strana je na daném pasu kvadraticka

funkce v z, ktera je rostouci a spojita. Proto nabyva vSech hodnot mezi krajnimi body pasu, tj.
rovnice ma feSeni, pravé pokud

<o (2)= [ <unae )

Vidime, ze pro n € {|r], |r] — 1} je splnén par nerovnosti n <r <n+2+ %, proto rovnice
ma vzdy alespon dvé feSeni. Jsme doma.

O

Pozndmky opravovatela. (Zdenék Pezlar)

Uloha N6. Zirafa Anna priniesla Michalovi prvocislo p > 2 a poprosila ho, aby nasiel permu-
taciu (z1,x2,...,2p—1) Cisel 1,2,...,p — 1, ktord bude spliiat

x1x2 + r2x3 + 2324+ -+ Tp_3Tp_2 + Tp_2Tp—1 =2 (mod p).
,Jasne, idem tu permutéciu hned zratat!“, zvolal nadsene Michal. Zirafa odvetila , Ni¢ nerataj,
urcite existuje nejaka pekna. .. “ Dokazte, ze pre kazdé p > 2 takato permutdcia existuje.

Riesenie. Modulo prvocislo existuji jednoznac¢né multiplikativni inverzy — pro kazdé celé ¢islo a,
jez neni nasobkem p, existuje b takové, ze ab =1 (mod p), a toto b je navic uréeno jednoznacné

modulo p. Mazeme tedy znacit b = %
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S timto mizeme v tloze zvolit permutaci slozenou z Cisel zp = % Inverzy raznych nenulo-
vych (modulo p) ¢isel musi byt opét rizné a nenulové, takze dostaneme (p — 1)-tici ¢isel, které
nejsou nasobky p a jsou rizné modulo p — musi to tedy byt permutace 1,2,...,p — 1. S touto

permutaci pak obdrzime
1 1 1
TpT == —,
RO T kk+1)  k k+1

takze vyraz ze zadani bude teleskopickou fadou

p—2

1 1 1 1 1 1

E (7—7)57—757——51—(—1)52 (mod p).
o \k k41

Pozndmky opravovatela. Uloha se dala ,ubit mnoha zptisoby. Vzorédk pouziva trikovou kons-
trukci s teleskopickou fadou. Nejcastéji se vSak objevoval jeden ze dvou pristupii:

Prvnim bylo pozorovéni, Ze pokud za¢neme s identickou permutaci z), = k, pak (alespoil pro
p > 3) dava tato permutace soucet 0 modulo p a nasledné prohozeni libovolnych dvou sousednich
¢lent snizi soucet o 3. Toto lze opakovat (pokud prohazované dvojice nelezi hned vedle sebe),
coz s jistym rozlisenim ptipadu podle zbytku p modulo 3 vede k vysledku.

Druhaé cesta vedla pres kvadratické zbytky. Jakoukoliv permutaci miiZeme prenasobit jakym-
koliv @ # 0 (mod p), éimz bude vysledek pfendsoben a?. Stac¢i tedy trefit kvadraticky zbytek
¢i nezbytek podle toho, ¢im bude mod p dvojka. Toho lze (alesponl pro dostatecné velkd prvo-
¢isla) dosdhnout mnoha ad hoc zptisoby, napf. cyklickym rotovanim a/nebo obracenim intervald
v identické permutaci. (Matéj Dolezalek)

Uloha G6. Majme tetivovy konvexny Sestuholnik ABCDEF. Ozna¢me K, L postupne priese-
¢niky AB s DC a AF s DE. Dalej nech je P priese¢nik BE s CF. Ozna¢me O1, Oz postupne
stredy kruznic opisanych trojuholnikom BCK a EFL. Dokazte, ze body O1, P a Os lezia na
priamke.

Riesenie. Budeme Pascalif. Nech A* a D* s antipoddly A a D, a nech P = BA* N D*C a
Q=D*ENM a N su stredy PG a QH, v uvedenom poradi.

Teraz nech R = BE N CF. Pouzitie Pascalovej vety na ABCDEF znameni, ze R,G a
H su kolinearne. Na druhej strane, opdtovnym pouzitim Pascalovej vety v bode BA*FCD*E
dostaneme, ze P, R a @ su kolinedrne.

Preto, aby sme ukdzali, ze M, R a N st kolinedrne, stac¢i ukazat, ze GM || NH. To je len
uhlenie; mame

£(NH,ED) = g + L(HF,FE) = g + LAFE

podobne
£(GM, AB) = g — 4DCB

teda
£L(NH,ED)+ £(GM,AB)XAFE — {DCB = £(AB, DE)

z ¢oho plynie zZelany zaver.
(Michal Pecho)

Uloha C6. Majme zadané dve nestdelitelné prirodzené éisla p, q. Na &iselnej osi stoji klokan. A
pretoze ho bavi skakat, tak si nejako skdce dolava a doprava. Vzdy, ked skdce doprava, poskodi
o vzdialenost p, a vzdy, ked dolava, posko¢i o vzdialenost q. Po nejakej dobe doskace tam, kde
zacal. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené cCislo d < p + q existuju cisla, na ktorych klokan bol a
su vzdialené presne d.
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Riesenie. Skakani klokana muzeme reprezentovat jako posloupnost n ¢isel a1, a2,...,an, kde
a; € {p,—q} pro 1 < i < n. Protoze klokan skonc¢il na stejném misté, jak zacal, tak Z —,a; =0.
Zaroven si muzeme TFict, ze klokan skace pofad dokola po té stejné cesté, tedy an4+1 = a1,
Gni2 = a2, ....

Vsimnéme si, ze vzdalenost mist, kde klokan byl po j skocich a k skocich, kde k > j, je

k
)Z‘—Hlai :

indexem j, tedy d;; = Z]H* a;. Chceme ukazat, ze pro kazdé d < p + ¢ existuji cisla 1 <

Pro zjednoduSeni zépisu budeme oznacovat jako d;; soucet ! ¢isel, po¢inajicich

J,1 < n takova, ze d;; = d, protoie pak vzdalenost ¢isel, na kterych byl klokan po (j — 1)-nim
skoce a (j + ! — 1)-nim skoce, bude presné d.

Protoze ale p = —q (mod p+q), tak d;; = ZJ'H_ a; = pl (mod p+q) Protoze je pt+qap
nesoudélné, tak pro libovolné d existuje [ # 0 takové, ze pl =d, ato |l = 5 (délit mizeme pravé
diky nesoudélnosti). Tedy vime, Ze pro libovolné d plati, Ze d;; = d pro jakékoliv 1 < j <n a

= %. Budeme chtit tedy ukézat, Ze existuje néjaké j takové, aby platila p¥imo rovnost d;; = d
a ne jen kongruence.
Nejprve si vSimnéme, ze

n n i+l—1
Zdil Z Zajleallealfo
=1 =1 j=1t

Zéroven také |d; ; — d; 11| = |a; — a;4q| € {0,p+ ¢}. Protoze ale d;; =d#0a > ;d;; =0,
tak musi pro néjaka i byt d;; zadporné a pro zbyla i kladné. ProtoZe se ale ”sousedni” d;; a
di41,; 1lisi bud o 0, nebo p + ¢, tak musi pro néjaké i nastat d;; € (1,p+ q). A protoze d;; = d
(mod p+¢q) a d < p+ q, tak uz nutné d; ; = d, jak jsme chtéli.

(Radek Olsdk)



