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RieSenia 6. série
Uloha N6. Nijdite vsetky neprazdne koneéné mnoziny prirodzenych éisel M také, e ak m,n €
M a { je ich najvicsi spoloény delitel, tak

m-+n

14

€ M.

Riesenie. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel m,n budeme v FeSeni znacit (m,n). Zvolme libovolné
k € M. Potom dosazenim k za m a n dostaneme:
k+k k+k
g BEE_XER oy
k (k, k)
Pro spor predpokladejme, ze v M je jesté jiné cislo nez dvojka. Pokud by bylo liché, tak
muzeme vybrat nejvétsi takové liché cislo, jelikoz M je koneéna. Ozna¢me ho t. Potom ale

dostavame: M
t+2=——¢€ M.

(t,2)
To je spor s volbou t jako nejvétsiho lichého prvku M.

Pokud se v M vyskytuji jesté jinad suda cisla kromé dvojky, oznac¢me s nejmensi z nich.
Podobné jako vyse dostavame, ze % lezi v mnoziné M. OvSem 8'52 je aritmetickym primérem
s a 2. To znamenad, Ze mnozina M obsahuje prvek vétsi nez 2 a mensi nez s. To ale neni mozné,
nebot M neobsahuje zadn4 lich4 éisla a s jsme volili jako nejmensi sudy prvek M vétsi nez 2.

Snadno ovéfime, Ze jedinou vyhovujici mnozinou je M = {2}.

(Pavel Hudec)

. 2
Uloha A6. Majme postupnost S1 =1, Sn+1 = 2450)" - A Sn =Y 14 aj, dokézte nerovnost

4 4+Sn
an > o
. 2
Riesenie. Pojmenujme f(x) = % =x+ %_'_4 — pak Sp4+1 = f(Sn). Dokazme, Ze f je na

nezapornych éislech rostouci. Pro z,y > 0 je ur¢ité (z+4)(y+4) —4 > 0, takze > y dovedeme
ekvivalentné upravit na

(z—y)((z+4)(y+4)—4) >0,
(z—y)(z+4)(y+4) +4y+4-z—-4) >0,

1 1
— 4({———-———] >0,
oy <z+4 y+4)

f@) > f(y).
Pro konzistentnost polozme Sy = 0 (to vyhovuje S1 = f(Sop)). Dokazovanou nerovnost
an > ﬁ ekvivalentné upravme na
Sp — Sn—1 > S )
Vo +7
f(Sn—-1) = Sn—-1 > \/%,
4 > 4

Sn—1+4 = VIn+7’
7

S 1 <V +T—4. (1)
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Nerovnost dokazme indukci vzhledem k n. Pro n = 1 plati, pfiCemz nastava rovnost.
Predpokladejme nyni, ze plati pro néjaké n = k € N, a dokazme jeji platnost pro n = k + 1.

Pro k € N plati nerovnost
9 9
1 1 < - 2
+,/+9k+7_4, (2)

nebot pro k = 1 nastava rovnost a vyraz na levé strané je o¢ividné klesajici vzhledem ke k. Tuto
nerovnost lze ekvivalentné upravit na

VIE +16 +V9k + 7 <2

VOk +7 -4’
4 9

<
VOk+7 " VOk+16+V9% + 7

4
— < V9k+16 —VIk + 7. 3
VIk+T7 T ®)

Pro pfirozené k plati 9k + 7 — 4 > 0. Indukénim pfedpokladem platnosti pron =k,
nezapornosti S,_1 (ta je zfejma), rostoucnosti f na nezapornych &islech a platnosti tak musi
byt

Sk:f(Sk,l)gf(x/9k+7—4) =\/9k+7—4+\/%§

<V +T7T—4+V9% +16 —VOk +7=+9% + 16 — 4.

Timto je hotov indukéni krok, procez plati pro vSechna n € N, ¢imz je tloha vyfesena.
(Vasek Vorécek)

Uloha G6. Je dany trojuholnik ABC' s vpisanou kruznicou w. Jeho A-pripisand kruznica sa
dotyka strany BC v bode A’. Nech X je bod na tsecke AA’ taky, Ze tisecka X A’ nem4 s w
ziadny spolo¢ny bod. Doty¢nice k w z X pretinaju BC v bodoch Y,Z. Dokéazte, ze hodnota
vyrazu | X Z| + | XY | nezévisi na volbe bodu X.

Riesenie. Piimku BC si nakresleme vodorovné a BUNO necht na ni lezi body v pofadi B, A’,
Z,Y, D aC, kde bod D je bodem dotyku w s BC. Oznaé¢me P ten priise¢ik AA’ s w, ktery
je blize bodu A. Dale A-pfipsanou kruznici trojuhelniku ABC jako e, Y-pfipsanou kruznici
trojahelniku XY Z jako w. Body dotyku pfimky XY s m a w jako M, J a analogicky body
dotyku XZ s danymi kruznicemi jako N a K. Jako nejvyssi bod kruznice obecné oznacim ten
bod, jehoz tecna k dané kruznici je rovnobéznd s BC a lezi ze dvou takovychto bodu vice
A’ je v této definici nejvyssi bod e. Diky tomu, Ze stejnolehlost zachovava smér p¥imek, tak
stejnolehlost s kladnym koeficientem mezi dvéma kruznicemi zobrazi nejvyssi bod jedné kruznice
na nejvyssi bod té druhé a stejnolehlost se zdpornym koeficientem zobrazi nejvyssi bod jedné
na nejnizsi bod druhé.

Piimky AB a AC jsou spolecné teény A-pfipsané kruznice trojuhelniku ABC a w. Existuje
tak stejnolehlost s kladnym koeficientem se stfedem v A, kterd zobrazuje ¢ na w. Vzhledem k
vyse uvedené tivaze je pak bod P jako obraz A’ nejvy$si bodem w. Obdobné XY a XZ jsou
spole¢né teény kruznic w a m, a tak existuje stejnolehlost se zdpornym koeficientem (vzhledem
ke vzajemné pozici kruznic a tecen) se stfedem X zobrazujici tyto kruznice na sebe. Bod A’ je
tak jako obraz P nejnizsi bod 7, tedy bod, ve kterém se m dotyka BC'. Pomoci tohoto klicového
pozorovani uz muzeme vysledek snadno dopocitat.

Diky stejnym delkdm tecen z bodu ke kruznici plati nasledujici rovnosti:

IXY|+|XZ| = |XY|+|XN|+|ZN| = |XY|+|XM|+|A'Z| = |Y M|+ |A'Z| = |A'Y|+|A'Z|.
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Analogicky miZzeme ze symetrie odvodit rovnost |XY| + |XZ| = |DY| + |DZ|. Dohromady
2(|XY |+ |XZ|) =2|A’Z|+|ZY |+ 2|DY |+ |Y Z| = 2|A’D|. Protoze hodnota |A’ D| nezévisi na
volbé bodu X, je tloha dokéazana.

Pozndmky opravovatela. Vétsina doslych FeSeni odvodila rovnost | XY|+|XZ| = |DY |+ |DZ|
a spravné si tipla, Ze je to rovno |A’D|. Kli¢ovy trik pak byl dokreslit si kruznici pfipsanou
XY Z, abychom udélali obrazek vic symetricky a mohli odvodit i druhou rovnost. Sesla se i vice
¢ méné Uuspésnd analytickd FeSeni. (Martin Raska)

Uloha C6. Pavel nasiel n bodov v priestore, pre ktoré plati, Ze Ziadne $tyri nelezia v jednej
rovine. Kazdy bod je bud &erveny alebo modry. Zaroven si vsimol, Zze n — 1 dvojic bodov je
spojenych povrazkami, pricom povrazok vzdy spaja dva body réznej farby a povrazky nikde
netvoria cyklus. Pretoze sa Pavel nudil, rozhodol sa zahrat si nasledujiicu hru: vzdy néjde
Stvoricu bodov A, B, C, D, pre ktoré plati, ze A je ¢erveny a dvojice AB, BC a CD st spojené
povrazkom, a naviac plati |AB| + |CD| > |BC| + |AD|. Potom rozpoji dvojicu AB, ale zase
spoji dvojicu AD. Existuje situdcia, kedy toto mohol robit nekone¢ne dlho?

Riesenie. Uvazujme pevné dany Cerveny bod X. Na okamzik si predstavme, Ze vSechny hrany
stromu jsou orientovany smérem pry¢ od X. Potom jako Sx oznac¢ime soucet vSech orientovanych
hran jdoucich z ¢erveného bodu do modrého.

Necht T}, znaci soucet Sx pies vSechny cervené body X po n krocich. Ukdzeme, ze T, >
Tn+1. Potom, protoze T, muze zjevné nabyvat jen konecné mnoha moznych hodnot, nemuze
proces nikdy pokracovat do nekonecna.

Na zacatku je prislusny graf stromem a po kazdém kroku ma stejny pocet hran a zustava
souvisly, takze zustava stromem.

V nasledujicim budeme rozliSovat mezi grafovou vzdalenosti dvou vrcholt (tj. nejmensi pocet
hran, pomoci kterych jdou spojit) a euklidovskou vzdalenost (normélni vzdélenost v prostoru).

Necht Pavel provede zdménu provazkt na vrcholech A, B, C, D jako v zadani. Jako Py,
Pp, Po a Pp si postupné oznac¢ime ¢asti grafu, které jsou grafové nejblize A, B, C, resp. D.

Protoze pfi pfepojeni proviazki se neméni barva vrcholl, ani parita grafové vzdalenosti,
staci sledovat hrany mezi A, B, C a D.
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Je-li X v P4 z Sx vypadne |AB| a |CD]|, ale pfibude |AD| a |BC|, tedy ze zadani se ostie
Sx zmensilo. Pro X v Pg, Pc a Pp se Sx viibec nezméni. Protoze v P4 existuje ¢erveny bod
(pfinejmensim bod A), zmensi se T}, ostfe.

(Rado van Svarc)



