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Uloha N3. Soso napsal na tabuli nékolik pfirozenych éisel. Pak piisel Dzavo a nékolikrat provedl
nasledujici operaci: Vybral si dvé Cisla a a b napsané na tabuli se stejnou paritou a dopsal na
a+b

tabuli i 43> (puvodni ¢isla a a b na tabuli nechal). Po néjaké dobé byla na tabuli napsand pravé

¢isla 1,2, ..., n. V zavislosti na n urcete, kolik nejméné ¢isel mohl Soso na tabuli napsat.
Reseni. Vyriesme najprv okrajovy pripad, ked n = 1. V tom pripade muselo byt na zaciatku
prave jedno cislo.
Vo vsetkych ostatnych pripadoch plati, ze na zac¢iatku museli byt na tabuli aspon dve ¢isla a to
1 a n, lebo tie priemerovanim nevieme dostat.
Ak by &islo n bolo v tvare 2F 4+ 1 pre nejaké k € Ny, tak vieme vsetky &isla od 1 do n dostat
na tabulu. Ukézeme si to indukciou. Povedzme, Ze pre vsetky ¢ < k plati, Ze vieme z ¢isel 1 a
2¢ + 1 vyskladat vietky éisla medzi nimi. DokaZme, teraz, Ze to vieme aj z &isel 1 a 251 +1. V
prvom kroku spriemerujeme éisla 1 a 28%1 4+ 1 a dostaneme 2F + 1. Z indukcie vieme, 7e &isla
od 1 po 2¥ + 1 uz vieme dostat. Ked viak budeme priemerovat ¢isla od 2% +1 do 28+ 41, tak
to bude vyzerat presne rovnako ako v prvej polke, len posunuté o konstantu 2¥. Tym padom
vieme dostat priemerovanim aj tato druht polku.
Zostava nam pripad, ked n nie je tohto tvaru. Potom ho vieme zapisat ako n =1 - 2% + 1, kde
1 je neparne (liché) ¢islo. Vsimnime si, ze ked spriemerujeme dve &isla, ktoré maju zvysok 1 po
deleni ¢islom [ tak ich priemer bude mat tiez zvySok 1 po deleni &slom [. Tym padom nikdy
nebudeme schopni dosiahnut ¢islo s inym zvyskom po deleni ¢islom [ ako jedna a teda nebudeme
schopni napisat vSetky ¢isla od 1 po n. Ukdzme, Ze sa to vzdy da s troma pociatoénymi ¢islami.
Nech st na tabuli na za¢iatku &sla 1, n a 2% + 1, kde k je najvicsie také celé &islo, ze 28 +1 < n.
Potom vieme z prvej Gasti napisat na tabulu vsetky ¢&isla od 1 do 2% 4 1. Nasledne vieme najst
medzi tymito &slami &slo n — 2%, To je uz napisané na tabuli a kedZe je to len posunuty pripad
dvojice 1 a 2% + 1, tak vieme dopisat aj vSetky &isla medzi n — 2% a n. Tym padom nam budu
stac¢it 3 pociato¢né ¢isla na vygenerovanie ostatnych.

(Martin Kopéény)

Uloha C3. Rozhodnéte, pro kterd prirozens cisla n > 1 existuje 2n bodd v roviné Py, ..., Py,
Q1, ..., Qn s ndsledujicimi vlastnostmi:

1. Zadné tii z nich nelezi na jedné pfimce.

2. Pro kazdé i od 1 do n plati |P;P;+1| > 1, kde Pp11 = Pi.

3. Pro kazdé i od 1 do n plati |Q;Qi+1| > 1, kde Qn+1 = Q1.

4. Pro kazdé i a j od 1 don plati |P;Q;| < 1.
Resend. Najprv ukdzeme, ze pre n parne takych 2n bodov v rovine existuje. Nech n = 2k, kde

k € N. Nech ABCD je §tvorec so stranou dlzky 2(v/2 — 1). Pre bod V € {A, B, C, D} oznaéme
Ky kruh so stredom V a polomerom r = % — V2.

V kruhu K 4 teraz zvolime body Pi, P3,..., Ps;_1, v kruhu Kp body Q1,Q3,...,Q2k_1,
v kruhu K¢ body Pa, P4, ..., Ps, a v kruhu Kp body Q2,Q4,...,Q2k tak, aby ziadne tri z
tychto bodov nelezali na jednej priamke

Ukézeme, Ze tieto body spliajt pozadované vlastnosti:

1Prvé dva body zvolime Iubovolne. Nech méme uz nejaké body zvolené a nech chceme zvolit
napr. bod Pg € K¢. Kazda dvojica uz zvolenych bodov udava ,zakdzand” priamku, kde Py
nesmie lezat. Nech teraz g je priamka prechddzajiica bodom D, réznobeznéa so vSetkymi zakaza-
nymi priamkami. Kazd4 zakdzana priamka na priamke ¢ urcuje jeden ,zakézany bod”, kam Pg
nemdZeme umiestnit. Zakdzanych bodov je teda konecne vela, no prienik ¢ N Kp je nekone¢ny,
takze v niom lezi aspon jeden nezakadzany bod.
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1. Body Pi,...,Pn a Q1,...,Qn sme volili tak, aby ziadne tri nelezali na jednej priamke.

2. Nech i€ {1,...,n}. Jeden z bodov P; a Py lezi v kruhu K 4 a ten druhy v kruhu K¢,
bez ujmy na vSeobecnosti P; € K 4. Plati potom (z n-uholnikovej nerovnosti)

|P;Piy1| > |AC| — |AP;| — |CPiy1| > avV2 — 2r =2(V2 —1)vV2 -2 (% - \/5) =

3. Analogicky k bodu 2.
4. Nech i,7 € {1,...,n}. Bez ujmy na vSeobecnosti P; € K4 a Q; € Kp. Potom

3
IP.Q;| < [PiA| + |AB| + |BQ,| §a+2r:2(\/§—1)+2< ﬁ) _—y

2
Pre n parne teda takych 2n bodov v rovine existuje.

Teraz este dokdzeme, Ze pre neparne n takych 2n bodov neexistuje.

Pre spor nech n = 2m — 1 je neparne a P1,..., P, a Q1,...,Qn, st body v rovine spliiajice
podmienky 1. az 4. zo zadania.

Oznaéme K; a K2 (uzavreté) jednotkové kruhy so stredmi postupne P; a Ps. Dalej oznacme
k1 a k2 jednotkové kruznice so stredmi postupne P; a Ps.

Z podmienky 4. vyplyva, ze Q; € K1 N K3 pre kazdé j € {1,...,n}. Pretoze body Q1 a Q2
su navzajom rozne a oba lezia v prieniku K7 N Kg, kruznice k1 a k2 sa nutne pretinaji v dvoch
bodoch. Ozna¢me A a B prieseéniky kruznic k1 a ka. Dalej ozna¢me C prieseénik kruznice k1 s
useckou Py P> a D priese¢nik kruznice ko s tseckou P; Ps.

Lemma 1. Nech j € {1,...,n}. Body Q; a Q;j11 neleZia v tej istej polrovine urcenej priamkou
P P.

Diikaz. Pre spor nech Q; a Q41 lezia v tej istej polrovine. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je
to t4 polrovina uréena priamkou P Ps, ktora obsahuje bod A. Dalej bez ujmy na vSeobecnosti
nech vzdialenost Q; od priamky P) P> je nanajvys taka ako vzdialenost Q;11 od priamky P; Ps.

Oznacme Q; kolmy priemet Q; na priamku PP a Q;-Jrl obraz bodu Q;11 v posunuti
o orientovanu usecku Q]-Q;.. Plati Q;,Q;+1 € K1 N Ko, Q; je vnutorny bod tusecky CD a
1Q;Qj+11 = 1Q4Q% 41

Pretoze |<Q9+1Q;P1| + \<IQ;-+1Q;-P2\ = 180°, jeden z uhlov <IQ;-+1Q;-P1 a <IQ;+1Q;-P2
mé velkost aspon 90°. Bez ujmy na vSeobecnosti |<ZQ;._‘_1Q;.P1| > 90°. Potom v trojuholniku
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Q;+1Q;P1 musi oproti uhlu <IQ;+1Q;.P1 lezat najdlhsia strana (toto plati aj ak je trojuholnik
%11 Q) P1 degenerovany), a teda

Qi Q411 = 1Q) Q4] < IPIQj4a] <1,

¢o je spor s podmienkou 3. zo zadania. O

Z lemmymvyplyva, ze body Q1,Q3,...,Q2m—1 lezia v tej istej polrovine urcenej priamkou
P1 P>. Aplikovanim lemmy [I| na j = n = 2m — 1 dostavame, ze body Q1 a Q2,,—1 nelezia v
tej istej polrovine urcenej priamkou P; P2, Co je spor. Pre n neparne teda neexistuje takych 2n
bodov v rovine, ¢o by spliiali podmienky 1. az 4. zo zadania.

Zaver. 2n bodov v rovine Py,..., Py, Q1,...,Qn spliajicich body 1. aZ 4. zo zadania existuje
pre pdrne n.

(Matej Vasky)

Uloha G3. Stied strany BC ostrothlého trojihelniku ABC oznac¢ime M. Paty kolmic z M na
AC a AB postupné oznac¢ime E a F. V roviné lezi body X a Y tak, ze AXEC ~ ACEY a
ABYF ~ AXBF (trojuhelniky jsou podobné v tomto poradi) a zdrover ani jeden z bodi F,
F nelezi na piimce XY . Dokazte, ze XY je kolma na AM.

Reseni. Oznaéme P,Q pity vysiek postupne z vrcholov B,C v trojuholniku ABC. Zadané po-
dobnosti nam hovoria, ze E je C-Dumpty| bod v trojuholniku XY C. Nasledne jedna znama
vlastnost Dumpty bodu hovori, Ze obraz C v stredovej simernosti podla E lezi na kruznici opi-
sanej XY C. Tento bod je zaroven aj bod P z jednoduchej rovnolahlosti. Teda XY CP lezia na
kruznici analogicky aj XY B(Q.Nezabudajme pritom ani na kruznicu PQBC. Predpokladajme
pre spor,ze spomenuté tri kruznice st navzajom rozne. Nésledne ich potenény stred je bod A
ako priese¢nik priamok BQ a PC. Nasledne ale A musi lezat aj na priamke XY ako chordale po-
slednej dvojice kruznic. VS§imnime si, Ze zadané podobnosti ndm hovoria, ze |ZXEC| = |£ZY EC|
respektive, ze |ZXEA| = |£Y EA|. Teda bod A lezi na ose uhla X EY, ¢ize je vo vnutri tsecky
XY . Néasledne ak sa pozrieme na trojuholnik XY C tak tsecka AC je celd v jeho vniutri spolu
s bodom P, ktory mé lezat na kruZnici opisanej, ¢o ndm déva Zelany spor. Teda niektoré dve
z kruznic splynt ale to ndm uz automaticky dava tetivovy Sestuholnik BCXY PQ so stredom
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v bode M. Vedme dotyénice k tejto kruznici v bodoch X,Y tie sa musia pretnut s priamkami
CFE a BF v jednom bode, kedze st to symedidany v XY B a XY C. Tymto bodom je bod A.
Teda X,Y st body dotyku doty¢nic vedenych z bodu A ku kruznici na priemerom BC' z ¢oho
uz plynie dokazované tvrdenie. (Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha A3. Naleznéte vsechny funkce f : R — R takové, e pro vsechna z,y € R plati
ff@) + fy) = f(=+y) + flzy).

Resend.

Zadaniu vyhovuja funkcie f(z) = 2+ 1 a f(x) = ¢ pre vSetky redlne c. Dosadenim lahko
overime, ze tieto funkcie naozaj vyhovujiu. Dokazeme, Ze ostatné funkcie zadanie nespliiaju.
Predpokladajme, Ze f nie je konStantna.

Lemma 2. Pokial je f periodickd, tak uZ je nutne konstantnd.

Dikaz. Nech mé f periédu p. Dosadenim (z,y + p) dostdvame:

ffly+p)+ fly+p) = fle+y+p)+ f=(y +p)).

Porovnanim s pévodnou rovnicou a vyuzitim f(y) = f(y + p) dostdvame:

f(zy) = f(zy + zp).
Dosadenim (?, 0) do predchédzajtcej rovnice dostavame, ze f je konstantné. |

Lemma 3. Plati

f(f (@) +y) = fz+ f(y) (1)

Diikaz. Dosadenim (f(z),y) dostavame:

FU@) W)+ fly) = f(f(@) +y) + f(f@y) = f(f(@) +y) + f@+y) + flzy) — fz).
Teda:

FF@ W) + fy) + f(@) = F(f(@) +v) + [z +y) + fzy),
éo je symetricky vztah az na f(f(z) 4+ y). Zdmenou z za y preto dostdvame f(f(z) +y) =
f+ 1Y) O

Lemma 4. Plati f(f(y)) = f(y+1).
Diikaz. Dosadime (1,y) do povodnej rovnice. |
Lemma 5. Plati f(0) = 1.

Dikaz. Dosadenim (xz — 1,0) do (1) a vyuzitim lemmy 3 dostavame:

f(@) = f(fx = 1)) = f(z — 1+ £(0)).
Funkcia je teda periodicka s periédou f(0) — 1, teda podla lemmy 1 plati f(0) = 1. O

Lemma 6. Plati f(x +1) = f(z) + 1.
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Diikaz. Z lemmy 3 vyplyva, ze ak f(z1) = f(x2), tak aj f(z1 +1) = f(x2) + 1. Aplikovanim do
(1) dostéavame:

fe+fy)+D=f(f@)+y+1).
Dosadenim (z + 1,y) do (1) dostavame:

[+ +y) =fl@+1+f)=ff=)+y+1).

Dosadenim (z,y — f(z) — 1) do rovnice vyssie dostavame:

fly+ fle+1) = f(z) = 1) = f(y)
Teda f je periodicka s periédou f(z + 1) — f(x) — 1, preto f(xz +1) = f(z) + 1. d

Lemma 7. Plati f(a) =0< a=—1.

Diikaz. Z lemmy 4 a lemmy 5 vyplyva f(—1) = 0. Stac¢i ukdzat implikdciu zlava doprava. Nech
f(a) = 0. Dosadme (z,a) do pdovodnej rovnice. Dostaneme:

L= f(z+a)+ f(za). 2
Specialne, ak dosadime a = —1 do (2), dostavame 1 = f(z — 1) + f(—=x). Podla lemmy 5:
f@)+ f(==) =2. ®3)
Predpokladajme existenciu a # —1. Dosadme = = 7#. Potom z + a = —za, teda f(z +a) +
f(za) = 2, ¢o je spor.
O

Lemma 8. Plati f(z) =« + 1.

Diikaz. Dosadme (z, —f(z) — 1) do (1). Dostaneme:

0=f(-1) = f(z+ f(—f(z) - 1)).
Podla lemmy 6 potom =+ f(—f(z) —1) = —1. Podla lemmy 5 plati z+ f(—f(z)) = 0. Podla
(3) potom z+2— f(f(x)) = 0. Z lemmy 3 potom vyplyva z+2 = f(x+1), teda f(z) =x+1. O

Poznamky opravugictho.
K rieSeniu sa dalo dostat vela réoznymi cestami. VSetkych 8 spravnych rieseni zvolilo navza-
jom rozne cesty. Vicsina vSak vyuzivala vztah f(f(z) +y) = f(z + f(y))-
(Jakub ,,Soso“ Sosovicka)



