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Reseni 4. série

Uloha C4. Patrik si nakreslil obdélnikovou miizku a na ni vyznacil néjakou cestu, ktera zacina
vlevo nahote, konci vpravo dole a kazdym vrcholem projde pravé jednou. Posléze Patrik vybarvil
ty oblasti (oddélené onou cestou), které piiléhaji k levé nebo spodni hrané tabulky. Dokazte, Ze
vybarvenych policek je stejné jako nevybarvenych.

Resend. Sitku tabulky oznadime x a vysku y. Kazdé policko je na jedné strané od cesty — bud
lezi v oblasti sousedici s levym nebo dolnim okrajem nebo v oblasti sousedici s pravym nebo
hornim okrajem. Staci ukazat, ze pocet vybarvenych poli¢ek nezévisi na tom, kudy vedeme
cestu. Potom totiz vyjde pocet vybarvenych policek stejné jako kdyz cestu otoc¢ime o 180°, ale
tim spocteme pocet nevybarvenych policek. Ukazeme si dva pfistupy, jak tuto ,nezavislost na
tvaru cesty“ dokazat.

Prochazkové reseni

Poupravime miizku tak, Ze nakreslime polic¢ko okolo kazdého vrcholu puvodni mfizky. Potom
mame cestu, kterd zacind uprostied levého horniho policka, konc¢i oprostied pravého dolniho
policka a prochéazi pravé jednou kazdym prostfedkem policka. Nakonec jesté k cesté pfipojime
vodorovnou ¢éast ke konci a zacatku vedouci smérem k okraji. A doobarvime nové ¢asti vlevo
dole pod cestou. Tato pfidand doobarvena oblast nezavisi na cesté (a jeji obsah je roven %y“
policek).

Predstavime si, Ze zaCneme vlevo nahoie a projdeme celou cestu az na konec. Pak budeme
mit obarvenou oblast vzdy napravo od sebe a v kazdém policku ptijdeme rovné, zahneme doprava
nebo zahneme doleva. Pocet polic¢ek, ve kterych ptjdeme rovné oznac¢me a a pocet policek, ve
kterych zahneme doleva ozna¢me b. Pak rovnéz pocet policek, ve kterych zahneme doprava musi
byt roven b, protoze koncime stejné orientovani jako na zacatku a cesta se neprotina. Celkovou
obarevnou oblast seCteme pres vSechna policka:

1 3 1 1 1
- = iy — 2b) = — 1 +1).
2a—i— 4b+ 4b 2(a—‘,— b) 2(:c+ )y )

Tedy tento obsah nezavisi na cesté.

Odebiraci FeSeni

Sestavime graf z obarvenych policek. Dvé obarvena policka spojime hranou, pravé kdyz
hranou sousedi. Nakonec pfiddme jedno virtualni obarvené policko odpovidajici levému dolnimu
okraji mfizky. Takto sestaveny graf je souvisly (jinak by nékterd obarvena policka musela byt
ze vSech stran obklopend Patrikovou cestou) nemé kruznice (jinak by tato kruznice uzavirala
body, kudy nemohla vést Patrikova cesta).
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Je to tedy strom a strom ma vzdy alespon dva listy — tedy méa alespon jeden list rizny od
virtualniho policka. Budeme tedy tomuto stromu postupné odebirat listy, nez zbude pouze ono
virtualni policko a pfi kazdém odebrani upravime cestu tak, aby vedla stale kolem toho stromu.
To znamena, ze kdyz ze stromu odebereme poli¢ko, povede cesta pfes jednu hranu tohoto policka,
zatimco pred odebranim vedla pres 3 hrany, zbytek cesty se nezméni. Pti kazdém odebrani tak
ubude jedno obarvené policko a 2 hrany cesty. Abychom spocetli obarvena policka na zacatku,
sta¢i urcit rozdil délky cesty na zacatku a na konci odebirani a vydélit tento rozdil dvéma. Na
za¢atku ma cesta délku o 1 kratsi nez je pocet vrchold, tedy (z + 1)(y + 1) — 1 (nezavisi na
tvaru cesty) a na konci vede rovné dold a pak rovné doprava, tedy mé délku = + y (nezavisi na
pivodnim tvaru cesty), takZze pocet vybarvenych poli¢ek také nezavisi na tvaru cesty.

Poznamky opravujictho. U tloh s protinajicimi se kfivkami ¢asto neni jasné, které tvrzeni pova-
zovat za zfejmé a které uz se musi dokazovat — ostatné uz jen dokazat, ze uzaviena spojita ktrivka
v roviné déli tuto rovinu na pravé dvé ééstﬂ je dost obtizné. Rozhodl jsem se ale ,neprudit®
a uznaval jsem naptiklad i tvrzeni ,musime zatoéit stejnékrat doleva jako doprava“ (pouzité v
prochézkovém pristupu). Pokud bychom chtéli toto formalné dokazovat, jedna z moznosti by
byla definovat zamotanost nasledovné: Vedme polopfimku napravo od nasi aktualni pozice na
cesté. Tato polopfimka byla dosud piekrocena p-krat doptedu a z-krat dozadu. Zamotanost de-
finujeme jako p — z. Pak je mozné ukézat, ze pokud se 4-krat otoc¢ime doleva, zamotanost se
zvysi o 1, zatimco pokud se 4-krat otoc¢ime doprava, zamotanost klesne o 1.

Jinak byla uloha snadné — skoro jakykoli pfistup k ni vedl k feSeni. Krom vySe uvedenych
pristupt néktefi fesitelé pouzili soucet vnitinich hli v n-thelniku ¢i Pickovu formuli.

Namisto ivodniho odstavce, ze staci ukazat nezavislost obsahu na tvaru cesty samoziejmé
stacilo tento obsah pfesné spocitat a dospét k IQ—y — jak prochazkovy pristup, tak odebiraci dava
jasny navod, jak na to.

(Mirek Olsék)

Uloha G4. Osa thlu u vrcholu A trojihelnika ABC proting stranu BC v bodé D. Oznaéme
M stred tsecky AD. Usecky M B, MC protnou kruznice s priiméry AC, AB postupné v bodech
X,Y. Dokazte, ze body D, M, X,Y lezi na jedné kruznici.

Reseni. Oznacme priseciky pfimek BA a BM s rovnobézkou s AD vedenou bodem C po
fadé E a X’. Diky rovnobé&Znosti a tomu, 2¢ <BAD = <DAC = %, snadno dostavame
JAEC = 4ECA = 5. Bod X' je ziejmé stiedem tsecky CE, takze AFE je téZnice (ta spravnd)
v rovnoramenném trojihelniku, tedy <AX’C = 90° a X' lezi na Thaletové kruznici nad AC

IToto tvrzeni se nazyva Jordanova véta, viz ¢lanek ,Jordan curve theorem® anglické Wiki-
pedie.
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(tikejme ji 7). Ozna¢me patu A-vysky, ktera zfejmé lezi na 7, jako P. Nyni z mocnosti bodu B
ke kruznici 7 dostavame
BX BC  BD

BX-BX'=BP-BC = —— = = —
BP BX' BM

= BX -BM = BP-BD,

kde tieti rovnost plyne z faktu M D || CX’. Z toho opét pomoci mocnosti dostavame, ze body
X, M, P, D lezi na jedné kruznici. Pokud body B a P splynou (jediné to by znemoznilo ipravu na
zlomky vyse), je thel ABC pravy a plati P = B = X, tvrzeni plati i v tomto p¥ipadé. Analogicky
bychom dokéazali, ze body Y, M, P, D lezi na jedné kruznici. Pokud AB # AC, pak body P a D
nesplyvaji, ¢ili obé zminéné ctvetice bodiu lezi na kruznici opsané trojuhelniku M PD. V opacném
ptipadé body P a D splynou a obé zminéné Ctvefice lezi na kruznici prochézejici bodem M,
kterd se v bodé P = D dotyka ptimky BC. V obou pfipadech lezi body X,Y, M, D na jedné
kruznici, coz jsme méli dokazat.

Pozndmky opravujictho. Uloha byla standardni a velkd vétsina doslych FeSeni byla spravné.
Nejcastéjsim prohieskem bylo opomenuti degenerovaného pripadu, kdy P = D, za coz jsme
strhavali jeden bod. Obvykle fesitelé postupovali obdobné jako ve vzorovém feSeni, nékolikrat
se objevilo celkem vtipné pouziti kruhové inverze, vyskytla se i barycentrika a tfeba harmonické
&tvefice. Pomérné Casto byla Feseni (zv1asté ta podobna vzorovému) dost dlouhd a pfitom Slo
tfeba i nékolik odstavct nahradit jedinou vétou bez Ujmy na spravnosti. Az pristé vyftesite
néjakou ulohu, zkuste se zamyslet nad tim, zda jsou vSechny kroky, které vase feSeni obsahuje,
opravdu potf"eszl Miuze pomoct se na feSeni podivat od konce a v kazdé fazi si fict: ,Fajn,
tohle potfebuju, ale neumim to dokazat néjak rychle a pfimocare skoro ze zadani?“

(Jakub Svoboda a David Hruska)

Uloha N4. Je déno liché prvocislo p a posloupnost splitujici an = an_1 + Gn—p Pron > p
aanp =npron=20,...,p— 1. Kolik z ¢isel ag,a1,... ) (3 Jje délitelnych p?

Reseni. Nejprve bych zminil, Ze v celém feSeni budu vse indexovat od nuly.

2tj. nejsou to proslulé cimrmanovské ,kroky stranou
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Ziejmé nam staci posloupnost pocitat modulo p a zkoumat pocet nul v této posloupnosti.
Celou dobu tedy budeme pracovat nad télesem Zpﬂ

Snadno si vSimneme, ze pokud si budeme psat ¢leny posloupnosti do tabulky, kterda ma p
sloupct, tak kazdé policko (s vyjimkou poliéek v prvnim sloupci) bude souétem poli¢ek vlevo
od né&j a nad nim. Zde je takova tabulka pro p = 7 s prvnimi p? ¢leny nasi posloupnosti.

0|1(/2|3]4|5|6
6/0[2[|5[/2|0|6
5|/5/0({5|0|0|6
4|2(2|0]/0|0|6
3|5/0{0|0|0]|6
2|0({0]|0|0|0]|6
1|1]|1|1]1|1]|0

Vidime, Ze nasledujici ¢leny by byli postupné 1,2,...,(p — 1) a tedy by posloupnost byla
periodicka s periodou p? — 1. Udélame tedy dva kroky. Jednak dokéZeme, Ze posloupnost je
opravdu s touto periodou periodickd a poté spocitiame, kolik je nul v ramci jedné periody.
K obojimu ndm pomiiZe uréit vzorec pro prvnich p? ¢lent.

Posloupnost bychom mohli pocitat i dozadu a tak bychom si mohli pfidat jesté jeden radek
nahoru, tvoreny samymi jednickami. Podobné bychom si mohli pfidat novy sloupec doleva,
ktery by byl naopak tvofeny éisly -1 (podobné jako posledni sloupec). Pak uz jsou vSechna éisla
v tabulce uréenda jen timto pfidanym Fadkem a sloupcem a vlastnosti, Zze v policku je soucet
¢isel v policku vlevo od néj a v policku nad nim. Nyni uz si snadno tipneme, Zze posloupnost
dostaneme jako rozdil dvou Pascalovych trojuhelniku:

Oznacéme si ¢islo na k-té diagondle (bereme diagondly vedouci ,na severovychod®), které
je v poradi I-té (vlevo dole je 0-té) jako cy ;. Pak ¢ = (lerl) - (llcirll
v tabulce mizeme zformulovat hypotézu ck; = a(x—1)p41-

Nejprve si ale dokazme nékolik uzitecnych vlastnosti:

). Podle polohy policka

(i) ck4p—1,p-1=—1lpro0<k<p—1.

(ii) e2p—2,p—1 =0.

3Jinak fedeno pro nas bude vSechno s¢itani a nasobeni modulo p. Napiiklad budeme psit
(p—1)+2 = 1 bez nutnosti symbolt = a (mod p). Jiny pohled na véc je, Ze ztotoznime vSechna
éisla kp + [ pro pevné I.
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(111) Ck,l = —Ck,k—1-
(iV) Cl4p—1,0 = lpro0<Ii<p-1.
v) Méjme b < p — 1. Pak vime, ze (¢) = 0, pokud a (mod p) < b.
b

Dikazy:
. k+py (k+py_(kt+p)---(p+1)-p---(k+2) (k+p
= _ = — =0-1,
(1) Chtp—1lp-1 (p—l) ( p ) (p—l)' ( k )
pricemz (kzp) = 1, protoze
(k+p> _(k+p)---p+1) k-1
k k! k! '

(ii) Jako predchozi pfipad pro kK = p — 1. Druhé kombinaéni éislo vyjde opét 1, ale prvni
vyjde nyni také 1:
(p=1+p-(p+1) _(-1D---1 _

1.
(p—=1! (p—1!
(i) exr = ("7 = () = (51D — G = —crn—

(iv) Dusledek (i) a (iii).

(v) (Z) = %, tedy v ¢itateli se objevi ndsobek p, zatimco ve jmenovateli ne.

Nyni si dokazme indukei podle k —1 (pro 0 < k —1 < p,0 < I < p), Ze ck1 = Ap—_)p4i-
Pro k — 1 =0 méme ¢;; = ("T') — (:1]) =1+ 1—1 = | = ;. Nyni pfedpokladejme k — I > 0.

l I+1
Postupujme indukei podle I. Pro | = 0 mame podle (i):

ky  (k
AUk=1)p T AUh=1)p+(p—1) = k=10 T Ck—14p-1p-1 = ( ) - ( ) +(=1) =

_ (k;rl>*(k1rl>zck,0

Nyni predpokladejme ! > 0. Pak

akp

A(k—l)p+rl = Ok—i-1)p+l T A(k—D)pri—1 = Ck—1,0 + Ck—1,1-1 =
B -(E)+ ()-GO =C¢T) - =

Tim mame tvrzeni dokdzano. Dokazme nyni onu periodicitu. Ze (ii) vime ap2_| = 0asvy-
uzitim (iv) dostavame indukci podle 0 < m < p:

Gp2 1 4m = 0p2 14 (m—1) T Ap—1)p+(m-1) =M —1+1=m,

takze posloupnost je opravdu periodicka s periodou p? — 1.

Nyni spo¢itejme pocet nul mezi ao,...,a,2_5. Tedy zkoumejme, kdy plati ck,; = 0 pro
0<k—-1<p0<I<p Z(3{) a(iv) uz vime, ze se pro k —l =p —1 ani pro !l = p — 1 z4dna
nula nevyskytuje (vyjma cp_1,p—1 = a,2_;, kterad je uz ale soucésti nové periody). Staci tedy
uvazovat pripady k -l <p—1,l<p—1.

Rozebereme dva piipady. Pokud k£ > p — 1, tak (lerl) i (Ilcill) je nula protoze, kK + 1 > p,
E+1=(k-0)+1+1<(p—2)+(p—2)+1<2p—1, takze k+ 1 dava zbytek k+ 1 — p modulo
pak+l—p=(k—-0)+l+1—-p<p—-24I1+1—p=1-1<1<1l+1 aobékombinaéni ¢isla
v ¢g,; jsou tedy nuly podle (v). V tomto pfipadé tedy ci; = 0 a snadno spocitdme, ze tento

5
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pipad odpovida (p —2) + -+ 1 = L=2P=D (5o kazdé p— 1 < k — | < 2p — 3 spoditame
pocet vyhovujicich &isel ) ¢lentim nasi posloupnosti.

Déle piedpokladejme k < p — 1. Z (iii) ihned plyne, Ze c;; = 0 pro k = 2[, coz je dalsich
p—1

£5= nul (jedno nula pro k =0,...,p—1).

Nyni uz jen dokézeme, ze cy; # O pro k <p—1lal > g (pro zbyla I to pak plyne diky
(iii)). Mame:

<k+1>7<k+1)_ (kt1)-(k+2-0) (k+1)-(k+1-1) _

el = ! 1+1) " 1l (+1)!
(k+1)---(k+2-=1) (k+1)---(k+2-1)
= (l+1-(k+1-=-10)) = - (20 - k),
(+1)! E+1=(k+1-0) (+1)! (21 =)
coz je vyraz, kde zadny cCinitel neni délitelny p, diky pfedpokladanym nerovnostem.
2
V jedné p2eriodé je tedy nul % + %1 = @‘ Tedy mezi ¢leny ag, ..., Ay (p2—1)
je nul % a mezi ¢leny a,3_,,.q,...,0a,3, které jsou stejné jako ao,...,ap—1, vime, Ze je

jedna nula.

Tedy hledany pocet cisel délitelnych p je w + 1.
Poznamky opravujictho. Vétsina doslych feseni byla spravna. Rozhodl jsem se byt tentokrat
trochu pfisnéjsi a strhavat bod za nékteré nepresnosti. Nejc¢astéjsi chybou, na kterou bych chtél
upozornit a na kterou je tieba si davat pozor, je pocitani zlomkd modulo p, kde se ve jmenovateli
vyskytuje cislo délitelné p. Pak je potieba nejprve zkratit zlomek o nejvys$si mocninu p ve
jmenovateli a pak teprve ménit jednotlivé ¢initele. Na prvni pohled se miuze zdat, Ze tprava
(2p)-(2p—1)---(p+1) _ p:(p—1)---1

p! - p!

hodnotu 2. Prtihlednéjsi je to na piikladu 2 = %p = % =1 (mod p).

A jelikoz jsem byl pfisnéjsi na nedplnd feSeni, tak jsem se rozhodl nedavat bod ani za pouhé
tipnuti vysledku nebo periodicity (a za dalsi nedokdzana nebo neuzite¢na tvrzeni).

(Stépan Simsa)

=1 (mod p) je v porddku, ale ve skuteCnosti ma prvni zlomek

Uloha A4. Naleznéte vsechny funkce splitujici pro vsechna z,y € R rovnici

F(f @) = f() = f(f(2) = 22 f(y) + F(4°).

Reseni. Konstantni nulova funkce zfejmé vyhovuje, a proto nyni pfedpokladejme, Ze existuje
t € R takové, ze f(t) # 0. Dosadime y = ¢ a vyjadiime z2:
g2 = TU@)+ () - f(f(=) - f(¥)
0

z ¢ehoz plyne, ze pokud f(a) = f(b), pak postupnym dosazenim a,b do z se pravé strana
neméni, a proto a? = b2 neboli a = +b. Dale dosadime = = y = 0:

F(F(0) = f(0)) = f(f(0)) + £(0) = f(f(0)) =0

Nyni polozme z = 0:

FUO) = f@) = F(F(0) + f(?) = (F(0) = f(v)) = f(y*)

muzeme tedy vyvodit, Ze pro x € R, plati bud f(0) — f(z) = x2 nebo f(0) — f(z) = —z2.
K vypoc¢tu hodnoty funkce v bodé 0 staci do nové ziskaného vztahu dosadit x = f(0), pak
dostaneme:

£(0) = £(0) Vv £(0) = —£(0)*
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Existuji tedy pouze 3 mozné hodnoty pro f(0), jimiz jsou 0,1, —1.

Pokud f(0) = 0, pak f(x) = z2 nebo f(x) = —a2, a proto f(1) = 1 nebo f(1) = —1.
V ptipadé f(1) = 1 ptedpokladejme, e existuje nenulové c takové, ze f(c) = —c2. Dosadime
r=cy=1:

fl=e2=1) = f(=c?) — 22 + 1
Maéame 4 ptipady podle znaménka hodnot f(—c? — 1) a f(—c?).
A2 +l=c"-22+1242=0=c=0
A+l +1==-c*-2241=2 442 =¢c=0
—ct—2? 1=t -22+1=0=2c*+2
-2 —1=—ct—224+1=>1=-1
Celkové jsme ve vSech ptipadech dosli ke sporu, a proto f(z) = 22 pro kazdé realné .
Ptipad f(1) = —1 se vySetii analogicky a vypadne nam feseni f(z) = —x2.

Pokud f(0) = 1, pak f(z) = 1+ 22 nebo f(z) = 1 — z2. Pfedpokladejme, Ze f(c) = 1 + c?
plati pro néjaké nenulové c. Dosadime z = ¢,y = 0:

fA+c—1)=fA+c)—22+1
Méme 4 ptipady podle znaménka hodnot f(—c? — 1) a f(—c?).
1+ct=1+01+22+cH-224+1=0=2
I+t =1-(1+22+cM) -2 +1=22 442 =0=c=0
-t =1+0+22+H-22+1=>24+2=0
( )

1-c*=1-(1+22+cH-22+1=0=—4c>

Celkové jsme ve vSech pfipadech dosli ke sporu, a proto f(z) =1 — 22 pro kazdé realné .
Ptipad f(0) = —1 se vySetii analogicky a vypadne nam feseni f(z) = —1 + 2.

Dostali jsem 5 kandidati na feSeni 0, 22, —x2,1 — 22, 22 — 1. Zkouskou snadno ovéfime, ze
vSechna zminéna vyhovuji pivodni rovnici
Poznamky opravujictho. Témér vSechna dosla reseni rychle objevila pseudoprostotu a diky ni
vztah f(0) — f(z) = 2. Zde se tloha zagne vétvit do diléich ptipadii, ale stadi zatnout zuby,
nebat se toho a peclivé rozebirat pripady. Chci pochvalit Fesitele za to, ze se nedopustili klasické
chyby pii feseni funkcionélni rovnice, kterd spo¢ivd ve Spatném porozuméni vztahu (f(0) —
f(x))? = x%, z éehoz nemusi plynout, ze f(0)— f(z) = x2 pro véechna x, nebo f(0)— f(z) = +a?
pro vSechna x

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)



