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Reseni 5. série
Uloha A5. Pro vsechna prirozena cisla n > 2 dokazte rovnost

| V/n] + [Vn] +-- + [ V/n] = [logy(n)] + [logg(n)] + - + [log,,(n)] .

Reseni. Mé&jmé tabulku n x n poli¢ek, kde do policka v a-tém sloupci a b-tém Fadku napiseme
&islo a®. Vybarvime vsechna &isla, kterd jsou mensi nebo rovna n. Na obrazku je jako piiklad
vyobrazena tabulka pro n = 100.

1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11 100 | 100
1| 4| 9| 16| 25| 36| 49| 64| 81 |100 | 121 1002 | 10
1 8| 27| 64|125|216 | 343|512 | 729 | 103 | 113 1003 | 4
1| 16| 81256 | 5* | 6% | 74 | 8* | 9% | 10* | 114 1004 |3
1| 32243 | 4% | 5% | 6 | 7 | 85 | 95 | 10° | 11° 1005 | 2
1| 64729 | 45 | 56 | 65 | 76 | 86 | 96 | 106 | 116 1006 | 2
1128 | 37 | 47 | 57 | 67 | 77 | 87 | 97 | 107 | 117 1007 | 1
1 2100 3100 4100 5100 6100 7100 8100 9100 10100 11100 10010 1

00 6 4 3 2 2 2 2 2 2 1 1

Dvéma zpiisoby spocitame pocet vybarvenych ¢tverecki, z ¢ehoz dostaneme kyzenou rov-
nost. Zfejmé je vybarveny cely prvni fadek i prvni sloupec.

Podivejme na ¢&isla v a-tém sloupci (a > 1). Posledni vybarvené policko ozna¢me jako x-té.
Potom a® < n, ale a®t! > n. To ale piesné znamena, ze * = |log, n]. Navic vSechna &isla
v pfedchozich fadcich jsou také vybarvena, takze v a-tém (kromé prvniho, ktery je vybarven
cely) fadku je tedy vybarveno |log, n] éisel.

Nyni se podivejme na ¢isla v b-tém fadku. Opét posledni vybarvené policko ozna¢me jako
z-té, nyni plati ¥ < n, ale 2! > n, tedy * = | ¥/n]. Stejné jako predtim, i viechna &isla
v predchozich fadcich musi byt vybarvena, tedy v b-tém radku je vybarveno presé | ¥/n] &isel.

Celkovy pocet vybarvenych ¢isel musi byt stejny, at je poc¢itame po fadcich nebo po sloup-
cich. Z toho dostavame:

n+ [logyn| + [loggn| + - + [log, n] =n+ [/n] + [V/n] + -+ [ Vn]
Po odecteni n od obou stran zbude dokazovana rovnost.

Pozndmky opravugjiciho. Uloha to byla spie lehé, coz se také projevilo na po&tu dosljch (sprév-
nych) Feseni. Vétsina Fesiteld postupovala indukei, k ¢emuz tloha na prvni pohled docela vybizi
a kazdy z vas se po chvili dobral k cili. Vzorové feseni, které poslal i Eduard Batmendijn, pékné
vyuziva techniku pocitani dvéma zpusoby a je z néj 1épe vidét, co ona rovnost ze zadani vibec
znamena a pro¢ plati. Na zavér jenom maléd poznamka: pokuste se vyhnout posilani naskenova-
ného feseni a pokud vés k tomuto zoufalému ¢inu néco dovede, zkontrolujte aspon, jestli je to
Citelné.
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Uloha G5. Je dén ostrouhly trojuhelnik ABC. O kruznici k fekneme, ze je $ikovnd, pokud
prochédzi bodem A, protind strany AB a AC (priseciky oznacime postupné Xy, Yi) a navic
prisecik tsecek BY; a C' Xy lezi na k. Dokazte, ze vSechny Sikovné kruznice prochazi pevnym
bodem riiznym od A.
Pruni feSeni. (podle Patrika Baka)

Uvazme Sikovnou kruznici k protinajici strany AB, AC' v bodech X, Y a ozna¢me Z =
BY NCX. At D je takovy bod, ze ABDC je rovnobéznik. Ze sikovnosti plyne

|[XBZC|+ |<CDB| = |XYZX|+ |<BAC| = 180°,

takze ¢tyfahelnik BDCZ je tétivovy (bod Z zfejmé lezi uvnitt AABC). Ozna¢me P druhy
prusecik AD a kruznice opsané ¢tyfuhelniku BDCZ. Tvrdime, ze P lezi na kruznici s body A,
Y a Z, a tedy je to hledany pevny bod.

Je-li P = Z, neni co dokazovat. Lezi-li P na krat$im oblouku ZC, mame |<APZ| =
|XDBZ| = |4 AY Z|, takze AY PZ je tétivovy. Lezi-li P na krat$im oblouku BZ, postupujeme
obdobné (zkus si).

Druhé teseni. (podle Filipa Bialase)

Jako v prvnim FeSeni si v§imneme, Ze pro prusec¢ik Z = BY NCX plati |[<BZC| = 180° — a.
Uvazme na tomto oblouku kromé pevného bodu Z jesté pohyblivy bod Z’ a jemu odpovidajici
body X', Y’. Snadno vythlime ACX X’ ~ ABYY"’. A ted ...je zbytek zfejmy.

A
X' Y
Y/
X Z 4
B c c

Kdy?% totiz hybeme bodem Z’ po kruZnici tak, aby se X’ vzdaloval od X konstantni rych-
losti, bude se diky podobnosti konstantni rychlosti vzdalovat i bod Y’ od Y. Osy stran AX,
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AY se pii tom budou konstantnimi (polovi¢nimi) rychlostmi posouvat na osy stran AX’, AY”’
a jejich prisecik (¢ili stfed kruznice opsané trojuhelniku AX’Y”) se tak bude konstantni rych-
losti posouvat po pfimce. VSechny sikovné kruznice pak budou kromé A prochéazet i obrazem A
podle této primky.

Pozndmky opravujictho. Co feSeni, to unikat. Neni se co divit, nebot onen pevny bod ma
ohromnou spoustu neuvéfitelnych vlastnosti :). Pokud t& toho o ném zajima vice, nahlédni do
sborniku prvniho soustfedéni iKS (http://iksko.org/files/sbornikl.pdf) na stranku 21. Jde
o bod H,,.

Uloha C5. Na kruznici le#i dva bilé Zetony (a Zadné cerné). Je povoleno provadét nasledujici
operace.

e Vlozime na kruznici dalsi bily Zeton a sousedni dva Zetony piebarvime (z bilé na ¢ernou
a obrécens).

e Zbyvaji-li na kruznici alespon 3 zetony, jeden bily zeton odebereme a prebarvime dva
Zetony, se kterymi tento odebrany sousedil.
Je mozné dosahnout stavu, kdy zbudou na kruznici pouze dva ¢erné Zetony a zadné bilé?
Resend.
Ucinime krok stranou a podivame se na trochu jinou tlohu — nazvéme ji zlutomodrou:
Na kruznici lezi dva zetony a celd kruznice je obarvena na zluto. Je povoleno provadét
nasledujici operace.

e Vlozime na kruznici dalsi Zeton a oblouk mezi sousednimi dvéma Zetony prebarvime
(z zluté na modrou a obracené).

e Zbyvaji-li na kruznici alespon 3 zZetony, odebereme jeden Zeton sousedici se stejné barev-
nymi oblouky, a nasledné pfebarvime ,slou¢eny“ oblouk mezi Zetony, se kterymi tento
odebrany sousedil.

Je mozné dosdhnout stavu, kdy zbudou na kruznici pouze dva Zetony, jeden oblouk bude obar-
veny na zluto a druhy na modro?
Ukazeme, ze odpovéd na tuto ulohu zni ,ne“ a proto i na pivodni Glohu zni ,ne“.

Souvislost puvodni a zlutomodré ulohy

Zetony ve zlutomodré tiloze, které sousedi se stejné barevnymi oblouky, budeme nazyvat bile
a zetony, které sousedi z rizné barevnymi oblouky budeme nazyvat ¢erné. Snadno si rozmyslime,
ze povolené kroky ve zlutomodré tuloze za takto definovanych barev Zetonu pfesné odpovidaji po-
volenym krokim v ptiivodni tloze a ze pocateéni stav ve zlutomodré tloze odpovida pocateénimu
stavu v pavodni tloze.

Pokud by tedy bylo mozné v ptivodni tloze néjakou posloupnosti kroktu dostat stav, kde jsou
dva Cerné zetony, mohli bychom tutéz posloupnost krokid pouzit ve zlutomodré tloze a dostali
stav, kde je jeden oblouk zluty a jeden modry. K tomu, abychom ukézali, Ze v ptvodni tloze
takova posloupnost kroku neexistuje, staci ukazat, ze neexistuje ve zlutomodré uloze.

Reseni Zlutomodré tilohy
V kazdém kroku se pii pfidavani / odebirdni Zzetonu zméni (vzroste, je-li kladné) pocet
oblouki jedné barvy o +2 a opa¢né barvy o F1. Nicméné plati

+2=F1 (mod 3),
takze muzeme Fici, ze modulo tfemi se oba pocty zméni o stejné Cislo. Na zacatku mame 2 zluté
oblouky a zadny modry, tedy tyto poéty davaji rizny zbytek po déleni tfemi. Diky pfedchozimu

poznatku budou tyto pocty stale nekongruentni (modulo t¥emi), takZe neni mozné se dostat do
stavu, kdy jsou oba pocty stejné, coz jsme chtéli dokazat.


http://iksko.org/files/sbornik1.pdf
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Alternativni FeSeni

Vsimneme si, ze odebrani bilého zetonu je jen inverzni operace k pfidani toho samého zetonu.
Nakreslime jako na obrazku po patrech vSechna mozna rozlozeni Zetont na kruznici (az na spojité
posuvy) a spojime ta rozloZeni, kterd na sebe lze jednim tahem pievést.

Na prvnich patrech shleddvame, Ze se obrazek (graf) déli na tii oddélené vétve (komponenty
souvislosti). K dokonéeni feSeni zbyva zdtvodnit, pro¢ se tyto vétve ani pozdéji nesrostou.
Indukci — pfedpokladejme ze se vétve nesrostly az do patra n, dokdzeme, Ze se nesrostou ani po
pridéani patra n+1. V patfe n zbyva jesté jedno dosud nezatrazené rozlozeni — samé ¢erné, nicméné
to spojit vétve nemuze, protoze bude spojeno az na symetrii s jedinym dalsim rozlozenim. Nyni
uvazme libovolné rozlozeni z patra n+1, ze kterého vedou alespon dvé spojnice do patra n (tedy
obsahuje alesponi dva bilé). Staci ukazat, Zze odebranim jednoho bilého Zetonu A se dostaneme
do stejné vétve jako odebranim jiného bilého zetonu B.

(i) Pokud A a B nesousedi, dostaneme odebranim B stejné rozlozeni jako kdyZz nejprve
odebereme A a (dale se pohybujeme z indukce uvnité vétve) pak odebereme B a zpét
pridame A.

(ii) Pokud A a B sousedi, ale existuje bily C, kterd nesousedi s A ani s B, pouzijeme dvakrét
predchozi bod — odebranim A jsme ve stejné vétvi jako odebranim C' a tim jsme ve stejné
vétvi jako odebranim B.

(iii) Pokud A a B sousedi a zadny nesousedni bily Zeton tam neni, jsou to bud dva nebo t¥i
bilé vedle sebe. Prvni moznost vede jen do jednoho (az na symetrii) rozlozeni s n Zetony,
druhé krom toho uz jen do samych cernych.

Ve vSech pripadech se napojime jen na jednu puvodni vétev a dikaz je hotov.

Pozndmky opravujictho. Prvni vzorové reseni je jen efektni zpisob, jak popsat neménklﬂ ,,StFi-
davé scitej a odcitej pocty bilych mezi jednotlivymi Cernymi a celé to pocitej modulo tfemi“. To

L Neménka (cizim slovem invariant) je veli¢ina, kterou spoéitdme z kombinatorické situace a
kterad zustava zachovana pii povolenych upravach.
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bylo nejcastéji vyskytujici se feSeni — ve skute¢nosti na tuto neménku navadi vselijaké poznatky,
napriklad:
e Pocet Cernych zetoni je stale sudy (za tento poznatek jsem udéloval jeden bod).

e Pokud je Cerny zeton na bilém tuseku, tak pfiddnim Zetonu z jedné strany a odebranim
zetonu z druhé strany posuneme cCerny zeton o tii policka.

e Experimentalné jsme zjistili, Ze samé bilé je mozné dostat jen kdyz jejich pocet neni
délitelny tfemi. Pfitom z libovolného stavu umime samé bilé dostat tak, ze vzdy mezi
dvojickou Cernych vlozime zeton do kazdé mezery.

Zminéna neménka narazi na drobnou potiz, jak se chova pfi celé bilé kruznici. Timto pfipa-
dem se nikdo neobtézoval zabyvat, jediny feSitel, ktery se tomu elegantné vyhnul, byl Eduard
Batmendijn, ktery svou neménku opohadkoval pomoci lampaie z Malého prince.

Druhé vyobrazené feSeni je inspirovano feSenim Bui Truc Lama. Tento fesitel postupoval
zcela originalné, bohuzel vsak nendpadné vydaval dikaz kruhem za dukaz indukci. Tim padem
jsem nemalou dobu stravil pfemitanim, zda jeho postup vede k cili. Jak se ale muzete presvédcit
ze vzorového FeSeni, skutecné vede.

Uloha N5. David zkoumal monick)ﬂ polynom p s celoc¢iselnymi koeficienty. Snazil se dokazat,
ze tento polynom nema celociselny koren tak, Ze chtél najit prirozené cislo n takové, aby pro
vSechna k € {0,...,n — 1} platilo

p(k) Z0 (mod n).

Zjistil ale, ze takové n neni mozné najit. Musi uz v takovém pfipadé polynom p mit celoCiselny
koren?

Reseni. Dokazeme, Ze spravna odpovéd je ne, tedy existuje monicky polynom s celoéiselnymi
koeficienty, ktery méa celoc¢iselny kofen modulo kazdé pfirozené ¢islo, ale nemé celoc¢iselny koten.
Konkrétné z téchto vlastnosti usvédéime polynom P(z) = (z2 + 1)(x2 + 7)(z2 — 7). Tento
polynom je zjevné monicky a nema celoé¢iselné kofeny. Nyni ukdzeme, ze P(x) m4 kofen modulo
jakakoliv mocnina prvoéisla a nakonec pomoci Cinské zbytkové véty najdeme kofen modulo
libovoné ptirozené ¢islo. Nebudeme uvazovat modulo 1, jelikoz kazdé celé éislo je kofenem P(x)
modulo 1.

Dutikaz existence kofenu modulo néco (volné podle Anh Dung ,,Tondy* Le):
Necht p je libovolné liché prvocislo. Pro p = 7 je jisté kofenem x = 0. Pro vSechna ostatni
prvocisla pouzijeme Legendreova symbolu k nalezeni kofenu jedné ze zavorek. Jak znamo plati
—1
(%)(%) = (%), kde (%) =a"T je préavé Legendretv symbol. Pokud prvni dvé zdvorky nemaji
-7

kotfen modulo p, tedy —1, ani —7 nejsou kvadratické zbytky modulo p, tedy (%1) = (?) =-1,

mame (%) = (—1)(—1) = 1, ¢ili 7 je kvadraticky zbytek modulo p, takze tfeti zavorka ma modulo
p kofen. Pfejdéme ted k mocnindm.

Dokézeme matematickou indukci, Zze P(z) mé kofen modulo p*, kde k je pfirozené &islo a
p libovolné liché prvocislo. Pro k = 1 a libovolné liché prvocislo p jsme jiz pro jednu ze zavorek
koten nasli. Necht n? +a = 0 (mod p*) < p* | n? + a, kde a € {1,7,—7}. Uvazme p &isel
(n+ip*)2 +a, kde i € {0,1,2,...,p — 1}. Plati

(n+ip")2 +a=n?+a+2nip" +i®p* =n?4+a=0 (mod p*).

Vsechna tato ¢isla tedy davaji po déleni p*t! jeden z téchto p zbytka: 0, p*, 2pF, ..., (p— 1)pk.
Kdyby (n+ip¥)2 +a = (n+jp*)? +a (mod pF+1) pro ngjaka dvé rtzna i,j € {0,1,2,...,p—1},

2Monicky polynom je takovy, ktery ma koeficient u ¢lenu nejvyssiho stupné roven jedné, tedy
naptiklad polynom 3 + 222 + 3 je monicky, zatimco polynom 2z2 4 1 neni.
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potom by pFt1 | 2(i—5)p* = p | 2(i—7), coz je spor. Existuje tedy takové i € {0,1,2,...,p—1},
pro které (n+ip*)2+a =0 (mod pFT1), ¢li n4ip* je kofenem jedné ze zavorek (podle hodnoty
a) modulo p**1. Tim je dikaz indukci ukoncen.

Pro p = 2 budeme postupovat podobné. Z duvodi, které budou jasné pozdéji, zaCneme
s indukei od k = 3. Plati 12 +7 = 0 (mod 23). Déle ptedpoklddejme, ze 2¥ | n? + 7. Potom
uvazme &sla n? + 7 a (n 4 287 1)2 4 7. Obé tato &isla jsou délitelnd 2% - prvni z indukéniho
predpokladu, druhé z tpravy (n 4+ 28—1)2 +7 = n2? + 74+ n2F 4+ 22k=2, Pokud by obé tato &isla
davala stejny zbytek po déleni 251 muselo by 25+1 | n2k 4 228=2 g tedy 2 | n (totiz k > 3,
takze 2k — 2 > k + 1), coZ je spor, protoze n je z predpokladu 2% | n? 4 7 liché.

Nyni jiz vime, ze P(z) ma kofen modulo libovolnd mocnina prvocisla. Nyni si uvédomime,
Ze ze zndmého tvrzeni a = b = P(a) = P(b) pro P(z) polynom s celo¢iselnymi koeficienty plyne,
ze pokud je n kofenem modulo né&jaké pFirozené m, tak i kazdé celé ¢ = n (mod m) je kofen.
Meéjme tedy libovolné prirozené n. Uvazme jeho rozklad na mocniny prvocisel. Modulo kazda
mocnina z tohoto rozkladu jiz néjaky koten P(x) umime najit. Z Cinské zbytkové véty plyne
existence celého ¢isla r takového, ze r = hpk (mod pk)7 kde p* je libovolna mocnina prvoéisla p
z rozkladu ¢isla n a hpk je odpovidajici koten P(z) modulo p*. Z toho a vyse uvedného tvrzeni
jiz plyne, ze P(r) =0 (mod m). Tim je tvrzeni dokdzano.
Pozndmky opravugictho. Kromé zminéného feseni dorazila jesté dvé. Rado Svarc se paséazi s in-
dukci vyhnul tak, Ze pomoci primitivniho prvkLEI dokazal, ze vlastnost ,kvadraticky nezbytek
krat kv. nezbytek je kv. zbytek® pro zbytky nesoudélné s prvoéislem p plati i modulo p*. Liu Zhen
Ning ,,David“ pouzil pro hledéni kofeni modulo mocnina prvocisla Hensel s lifting lemmtﬂ
Vsechna tfi feSeni byla relativné kratka a s vyjimkou zminéného lemmatu nepouzivala ziddnou
pokrocilou teorii. Proto soudim, ze hlavnim kamenem turazu byl zptsob nalezeni vyhovujiciho
polynomu. Jak ho tedy najit? Chceme mit polynom co nejjednodussi, se kterym se bude dobie
manipulovat a hledat jeho kofeny modulo razna c¢isla. Jevi se tedy vyhodné hledat polynom
jakozto soucin zavorek s malym stupném. Zaroven nesmime vyrobit ,skutecény* kofen, takze
stupen dva vypada docela dobre. Pak zbyva vzpomenout si na kvadratické zbytky, nebo jinou
popsanou techniku.

3Modulo p* existuje zbytek takovy, Ze jeho umociiovanim dostaneme vSechny zbytky ne-
soud€lné s p, viz http://iksko.org/files/sbornikl.pdf
4http://en.wikipedia.org/wiki/Hensel’ s_lemma
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