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ReSeni 1. série
Uloha A1l. Najdéte nejmensi kladné realné cislo ¢ s nasledujici vlastnosti: kdykoliv redlna cisla
a, b, c, d spliuji a +b+c+d=6aa?+ b2+ c? 4 d? = 10, lze z téchto &isel vybrat dvé, jejichz
rozdil je v absolutni hodnoté nejvyse t.
Reseni. Ukdzeme, Ze t = %

Nejprve nalezneme ctverici ¢isel vyhovujici danym podminkam, kterd zaroven tvori aritme-
tickou posloupnost. Tou ¢tverici je

(3 3 3 1 3 + 1 3 + 3 )
2 2v5 2 25 2 2v5 2 25/

Vidime tedy, ze t > % Nyni predpokladejme, ze t > % Existuji tedy takova realna cisla

a > b > ¢ > d spliujici vztahy ze zadani, ze

a—b>%, b—c>%, c—d>%. (©)
Tuto skutecnost dovedeme ke sporu nékolika zpusoby.
Prong zpisob (volné podle Pepy Svobody). Spoc&itdmé hodnotu vyrazu
V=(@-024+0b-0c?4+(Cc—d?+(a—c)?+(b—d)? + (d—a)?
Plati totiz

V=3> a"-2) ab=4) a®- (Za>24.

cyc sym cyc cyc
Zéroven ale pokud uzijeme nerovnosti z (©), ziskdme
pol, 1,1 4 4 9
5 5 5 5 5 5
coz je hledany spor.

Druhy zpisob (podle Anh Dung Le). Nejprve si dokdzeme nékolik odhadi. Diky nerovnostem
z (V) plati

1 1
(a=0b)(c—d) > 5 = ac+ bd > 5 +ad+ bc
a podobné i
4 4
(a—c)(b—d) > N = ab+cd > 5 + ad + be.
Jejich souétem je pak nerovnost
ab+ ac+bd + cd > 1+ 2(ad + be). ()
Pred efektnim zavérem si jesté uvédomime, ze
2
QZab: <Za> 7Za2 =26
sym cyc cyc

a zbytek si s izasem vychutname

&
27 =1+ 2(ad + bc) + 2(ab + ac + bd + cd) (<> 3(ab+ ac+bd + cd) =

a+b+c+d)
2

2

AG
=3(a+d)(b+c) 33( =271
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Treti zpusob (koncentrované podle Viktora Lukdcka). Prejdéme k novym proménnym aj; =
a— %, b1 =b— %, dy =d— %, di =d— % Nerovnosti typu (©) se zachovaji a snadno spoéitame,
ze

a1 +by +c1+dy =0, a? +b2 4+ +di=1.

Uvédomime si, ze AK nerovnost lze psat i ve tvaru
1
I2+y225($7’y)27 m7y€R7

dvakrat ji pouzijeme

1 1 )1 9 1
1= (a%+d%)+(b%+c§) > 5(a17d1)2+5(b1 701)2 > 5 . (g+g) =

a spor je opé€t na svéte.

Pozndmky opravujictho. Uloha sice nebyla zrovna jednoduché, ale ukazalo se, ze ji bylo mozné
fesit mnoha zpusoby. Dokonce se mezi spravnymi feSenimi nenasla zadna dvojice se stejnym po-
stupem. Jako nejméné schiudné se ukdzala metoda ,,aritmetickou posloupnost nejde posouvanim

zlepsit“, kterou tspésné dovedl do konce jen Bui Truc Lam Michal.
(Michal ,,Kenny* Rolinek)

Uloha C1. Mizdz neuspoiadané n-tice celych ¢&isel'! rozumime neuspoiadanou (g)—tici souctu
vSech dvojic prvka ptavodni n-tice. Ukazte, ze pokud maji dvé razné n-tice stejnou mixaz, pak n
je mocnina dvojky. Pro kazdou mocninu dvojky také naleznéte piiklad odpovidajicich rtznych
n-tic.

Reseni. 'V celém feseni budeme pomoci zavorek (...) znacit (neusporadané) n-tice, dale necht
Mix(X) zna¢i mixaz X.

Ukéazeme nejprve, ze pokud rtzné n-tice A, B spliuji Mix(A) = Mix(B), tak je n mocni-
nou dvojky. BUNO se mutizeme omezit na n-tice nezapornych &isel, protoze pokud n-tice A, B
vyhovuji zadani, pak jisté vyhovuji i n-tice (a + m | a € A), (b +m | b € B) pro libovolné
m € 7.

Necht A = (ai,...,an), B = (b1,...,bn) jsou rizné n-tice se stejnou mixazi. Definujme
polynomy f(x), g(x) nésledovné:

n
fla) =2, g(a) = a".
i=1 i
Podminku Mix(A) = Mix(B) miZeme pfepsat jako
Z xai+a]~ _ Z .’Ebi+b-77
1<i<j<n 1<i<j<n
odkud dostavame
f(ac)2 - g(:(:)2 = (f(wQ) +2 Z w“i+a1> - <g(x2) +2 Z xbiH’J‘) = f(xQ) —g(a:2).
1<i<j<n 1<i<j<n
Protoze A # B, neni polynom f(x) — g(x) identicky nulovy, mizeme tedy psat

@ 16 o)
T 49 = =y ")~ @) —g@)

LV n-tici se na rozdil od mnoziny mohou &sla opakovat.




1. roénik, 2011 /2012 Medzindrodny korespondenény seminar iKS

Navic, jelikoz f(1) = g(1) = n, je 1 kotenem f(z)—g(z), lze tedy psat f(z)—g(z) = (x—1)*p(x),
kde k € N a p je polynom spliiujici p(1) # 0. Odtud plyne

1@?) ~9(@®) _ (@* = 1)"p(a?)

TE 9@ == =) ~ @k Y

,p(2?)
p(z)

a po dosazeni x = 1 mame

2n=f(1)+g(1) = 1+ D" = 2",

tudiz n = 2~k—1,

Induktivné sestrojime pro kazdou mocninu dvojky priklad n-tic ze zadani. Pro n = 2 to
jsou tieba A = (1,3) a B = (2,2). Predpokladejme nyni, Ze mame rizné n-tice pfirozenych
éisel A = (a1,...,an), B = (b1,...,bn) se stejnou mixazi, navic takové, ze 1 € A, ale 1 ¢ B.
Hledané 2n-tice A’, B’ definujme néasledovné:

Al = <[a1,a2,...,an,b1+1,b2+1,...,bn+1]>,
B = {bl,bg,...,bn,al+1,a2+1,...,an+1]>.

Opét je 1 € A’ a1 ¢ B’, odkud také dostavame A’ # B’. Nyni si vSimnéme, ze Mix(A’) se
sklada ze tii ¢asti: jednak jde o (g) prvki tvaru a; +aj, kde 1 <1i < j < n (tuto ¢ast oznacime

Al,), dale o (3)-tici A}, prvki tvaru (b; + 1) + (bj + 1) a kone¢né n?-tici A/, prvki tvaru

a; + (bj + 1). Analogicky mizeme Mix(B’) rozdélit na B},, B;, a Bj .

) Prcitoie A?m je presné Mix(A) a/B,’]b je zase Mix(B), plati (flle pfe(i_Polfladu/A%a = B}’ﬂJ
Dale A}, = Mix((b+ 1| b€ B)) a By, = Mix({a+1 | a € A)), je tedy jisté také A}, = By,
Koneéné A!, = B] , protoZe to jsou n’-tice prvkit A’ a B’ tvaru a; + b; + 1, dostdvame tedy
Mix(A") = Mix(B’).
Poznamky opravujictho. Patrné slo o nejtézsi ulohu této série, protoze ji spravné vyresil jen
Anh Dung Le (ale ani on se nevyhnul ztraté bodu). Viktor Lukdéek a Martin Vodicka obdrzeli
dva body za konstrukeci hledanych 2*-tic. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Uloha G1. Je dan tétivovy &tyfthelnik ABCD. Sestrojme st¥edy vSech kruznic pFipsanych troj-
ahelnikim ABC, BCD, CDA, DAB (tedy celkem 12 bodu). Dokazte, Ze vSechny tyto body
lezi na obvodu jednoho obdélnika nebo ¢tverce.

Reseni (podle Martina Vodicky). Oznaéme Exyz stfed kruznice pfipsané trojihelniku XY Z
vzhledem ke strané XY. Ozna¢me «, 3, 7, § obvodové uhly pFislusné obloukim AB, BC, CD,
DA.

V prvnim kroku dokazeme, ze X = Ecpp, Y = Ecpa a Z = Eppa lezi v tomto poradi
v primce. Z toho diky analogickym tvrzenim okamzité dostaneme, Ze vSech dvandact stiedu
ptipsanych kruznic lezi na obvodu ¢tyifahelniku s vrcholy Eppa, Ecap, Epsc, Facp- Ve
druhém kroku tlohu dokonéime tim, Ze ukdzeme, Ze sousedni strany tohoto ¢tyftahelniku jsou
na sebe kolmé.

Opakované pfitom vyuzijeme nasledujici lemma: Oznacime-li Scp stied kratsiho oblouku

CD kruznice opsané &tyithelniku ABCD, pak Scp je stiedem kruznice opsané (tétivovému)
&tyithelniku DCY X (pro dikaz si stadi vimnout, ze |$DScpC| = 180° — v a |¥DXC| =
|DYC|=90° — 14).
1. krok. Ukazeme, ze ¢étyttuhelnik AZY D je tétivovy. Jelikoz DZ a DY jsou osy thla, které maji
jedno rameno spole¢né, a jejichz druha ramena sviraji thel BDC, mame |[<ZDY| = %|<IBDC’| =
%ﬁ. Obdobné dostaneme |XZAY| = %|<IBAC\ = %,8 Ctyithelnik AZY D je proto opravdu
tétivovy.
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Pomoci toho a lemmatu uz snadno odvodime
[4¥XYZ| = |<XYD|+ |xDYZ| = |<XCD| + (180° — |<ZAD|) =
1 1
= 5(ﬂ+7) + (1800 - 5([3+7)) = 180°.

a jsme hotovi s prvnim krokem.

2. krok. Oznacme jesté Sap, Spc, Spa stiedy kratsich oblouk@t AB, BC, DA kruznice opsané
ABCD.

Jelikoz |ScpX| = |ScpY], je piimka XY kolmd na osu uhlu AScpB, co? je piimka
SCDSAB Pro dukaz, ze sousedni strany ¢tyrahelniku EgpaFEcapEppcFacp jsou kolmé,
tak staci dokazat, ze ScpSaplSpcSpa. To je oviem snadné, nebot

. -~ N . - . 1 1
|<ScpSaeSpal+|4SaBSpaSec| = 5('7 +4) + 5(0[ + ) =90°.

Poznamky opravujictho. Na tloze bylo zfejmé nejtézsi zorientovat se ve velkém obrazku. Jakmile

uz Clovek zvolil né€jaky plan, jak na ulohu, dokoncil feseni Gspésné bez kdovijak hlubokych my-
slenek.

4
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Dosla celkem Ctyfi feSeni, jimz témér nebylo co vytknout. Kazdé z nich se ubiralo jinou
cestou. Kromé reseni Martina Vodicky, které se stalo podkladem toho vzorového, stoji za zminku
ABD, ACD, BCD tvori obdélnik, a k tomuto obdélniku postupné ,, pfilepoval“ obdélniky majici
za vrcholy razné stfedy kruznic ptipsanych.

V jednom feSeni se objevila nasledujici hypotéza: Zminovanych 12 bodu lezi na obvodu
¢tverce pravé tehdy, je-li ABCD étverec. Jako rozloucéeni s tlohou si ve volném case rozmyslete,
ze tato hypotéza neni pravdiva. (Pepa Tkadlec)

Uloha N1. Rekneme, 7e pfirozené &islo je prvoliché, pokud je soucinem lichého po&tu (ne nutné
riznych) prvocisel. O ¢islu, které neni prvoliché, fekneme, ze je prvosudé. Dokazte, ze existuje
nekone¢né mnoho prirozenych c¢isel n takovych, ze ¢isla n a n + 1 jsou obé

(a) prvosuda,

(b) prvolicha.
Reseni (podle Davida Hrusky).

(a) Sporem, pfedpokladame, ze prvosudych dvojic je koneéné mnoho. Tedy najdeme n takové,
ze jiz zadna prvosuda dvojice nebude vys$si nez n. Déle si uvédomime, Ze existuje nekonec¢né
mnoho lichych prvosudych ¢isel — naptiklad sudé mocniny trojky. Najdeme tedy néjaké takové
liché prvosudé &islo k, které je vétsi nez 2n, napiiklad tedy k = 327.

Nyni vime, ze k — 1, k nesmi tvofit prvosudou dvojici. A soucasné ji nesmi tvofit k, k + 1.
Takze obé ¢isla £k — 1 a k 4+ 1 jsou prvolichd a pfitom i suda. Vydélenim dvojkou zménime
prvoparitu (odebereme jedno prvodéislo) a ziskdme prvosudou dvojici % % vétsi nez n,
¢imz ziskavame spor. Tedy prvosudych dvojic je nekoneéné.

(b) Postupujeme obdobné. Najdeme liché prvoliché &islo vétsi nez 2n, naptiklad 32711, &isla
kolem né&j musi byt prvosudd, po vydéleni dvéma ziskavame prvolichou dvojici.

Pozndmky opravujictho. Uloha se ukazala byt vcelku lehka, fesitelé k ni pfistupovali vielijak a

takika vzdy se dostali k cili. Naptiklad Anh Dung Le tlohu ,zabil* tim, ze Pellova rovnice ma
nekone¢né mnoho feseni. (Mirek Olsék)



