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Reseni 1. série

Uloha C1. Nech n je prirodzené &islo. Kolkymi spésobmi mézeme rozdelit? ¢isla 1,2,...,2n+1
do troch neprazdnych a po dvoch disjunktnych mnozin A, B, C tak, aby sucasne platilo:

e pre lubovolné a € A, b € B je zvySok a po deleni b v mnozine C,

e pre lubovolné c € C existujii a € A, b € B také, Ze c je zvysok a po deleni b?

Reseni. Najprv si dokazeme zopéar tvrdeni.

1. Nech an, je najmensie ¢islo z A a bys najvicsie ¢islo z B. Potom plati an, > by
Ak by am < bps tak am sa musi nachddzat v C (am je zvySok po deleni ¢isla ay, ¢islom
byr) ateda A a C nie su disjunktné, ¢o je spor.

2. Najvicsie ¢islo z C, cpr moze byt najviac n.
Ak by cpr > n tak existuje take b € B aa € A, ze zvySok po deleni ¢isla a ¢islom b je cpy.
Kedze cps je rozne od a plati a > b+ cps a ked dosadime ¢ > nb > n + 1 (cpr je zvySok
po deleni ¢islom b) dostdvame a > 2n + 1, &o je spor a teda pre cps neexistuje vhodné b
a a spliiajice druhti podmienku zo zadania.

3. Posledné, ¢o si ukdzeme je, ze pre vSetky b € B je b > n.
Ak by existovalo b € B,b < n tak potom medzi ¢islami 2n+1—0b,...,2n+ 1 sa nachidza
nasobok b (je to (b + 1) posebe iducich ¢isel), ktory sa nemoze nachadzat v A (inak by
sme v C museli mat zvySok 0). Musi byt teda v B (v C nemoze, lebo je viac ako n) aj
so vSetkymi mensimi ¢islami z toho intervalu. Teda 2n + 1 — b je urcite v B. ZvySok cisla
2n + 1 po deleni éislom 2n + 1 — b je b a musi sa nachadzat v C (b<n <2n+1-10), a
teda B a C nie st disjunktné, ¢o je spor.

Z tychto ohraniCeni uz vieme, ze kazdé dobré rozdelenie vyzerad ako
C: {1727"'7n}7
B={n+1,n+2,...,n+k},
A={n+k+1,...,2n+ 1},

kde 1 < k <n.

Na druhti stranu kazdé takéto rozdelenie zrejme spltia obidve podmienky. Pre vietky a,b
plati, ze 2b > a > b a teda zvySok ¢isla a po deleni ¢islom b je a — b. Tento rozdiel je urcite ¢islo
medzi 1 a n a preto je v C. Stcasne kazdé ¢islo od 1 po n vieme dostat ako rozdiel nejakych 2
¢isel z A a B (premyslite si).

A k vieme zvolit n spoésobmi, a preto existuje n spésobov ako to rozdelit.

(LCudka Simkové a Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha N1. Nech p je prvoéislo an > 1 je prirodzené. Dokaste, 7e ak p | n® —1 an | p— 1, tak
4p — 3 je Stvorec.
Reseni. Kedze n3 —1 = (n —1)(n? +n + 1) a z druhej podmienky v zadani mame nerovnost
n<p—1(lebop—1>0), plati aj p > n—1. Kedze n —1 > 0 a p je prvocislo také, ze p | n3 —1,
nutne p | n? + n + 1. Existuje teda k € N také, ze kp = n% +n + 1.
Dalej plati:
p=1 (mod n),

n4n+l=1=kp=k (modn).

Vieme, ze p > n + 1, teda
n2+n+1:kp2k(n+1).
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n—+1 n+1
a teda k < n. Zlozenim podmienok k = 1 (mod n) a k < n je nutne k = 1, z éoho p = n2 +n+1.
Napokon 4p — 3 = 4n? + 4n + 1 = (2n + 1)2. Dokézané. (Kubo Dargaj)

Uloha G1. Je dany tetivovy stvoruholnik ABCD, ktory nie je lichobeznikom. Na priamke C D
st body E, F tak, ze na nej lezia v poradi F, D, C, E. Ozna¢me G, H stredy opisanych kruznic
trojuholnikom ADF a BCE. Dokazte, ze priamky AB, CD, GH sa pretinaji v jednom bode
prave vtedy, ked body A, B, E, F lezia na jednej kruznici.

Reseni. Predpokladajme najprv, ze body A, B, E, F lezia na jednej kruznici. Z tetivovosti
stvoruholnika ABCD plati:

|£BCE| = 180° — |£BCD| = |£BAD|.
V tetivovom $tvoruholniku ABEF' zasa:
|£BEF|=180° — |£BAD| — |£FAD|.
Teda Tahko dopocitame uhly v ABEC:
|ZEBC| = 180° — |£BCE| — |£BEF| = |£LFAD|.

To znamena, ze rovnoramenné trojuholniky AFGD a ACH E st podobné, pretoze obvodové
uhly nad tetivami FD a CE st rovnako velké (a teda musia byt aj stredové). Oznacme si
prieseénik priamok AB a C'D ako S. Kedze S lezia na chordéle AB kruznic opisanych ABEF
a ABCD, m4 k obidvom kruzniciam rovnaku mocnost:

|SF| _ |SD| _

SF|-|SE|=|SD|-|SC = =
[SFI-|SB|=|SDI-SC] = ez = o

To ale uz znamena, ze S je stredom rovnolahlosti s koeficientom k, ktoré zobrazuje AFGD na
ACHE. Body S, G, H su preto kolinearne a priamky AB,CD,GH sa pretinaju v bode S.
Ostava dokazat opac¢na implikaciu. Ukazeme, ze pre kazdy pevne dany bod F existuje prave
jeden taky bod E, ze S,G,H st kolinedrne a preto tymto bodom musi byt prave taky, pre
ktory je ABEF tetivovy. VSimnime si, Ze G je pevne dany bodom F a Ze vSetky H’ leZia na
osi tse¢ky BC. Pre kazdy bod F uréite existuje tetivovy stvoruholnik ABEF splnajuci zadanie
(rozmyslite si), teda mame zarudenu existenciu priese¢nika osi use¢ky BC' s priamkou SF. Ak
tieto dve priamky nie st totozné, musia byt roznobezné a existuje jediné H leziace na SF, ¢im
sme vyhrali. A totozné naozaj nie si, v opa¢nom pripade by S lezalo na osi BC a ABCD by

bol rovnoramenny lichobeznik, ¢o je spor so zadanim. (Marko Puza a Miro Stankovic)
Uloha Al. Nech ai,az,...,a2014 € Rar, pri¢om
2014

Z a; = 1.
i=1

Najdite maximalnu mozni hodnotu vyrazu
a;aj.

1<i<j<2014,i|j

Reseni. Rozdelme vsetky cisla do 11 skupin Aj,...,A1; tak, Ze v skupine A budu d&isla,
ktorych stiéet exponentov v prvociselnom rozklade bude prave k — 1, 1 < k < 11. Ziadne &islo

2
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gislo, ktoré mé stéet exponentov v prvodiselnom rozklade rovny 11, je 2'1 = 2048 > 2014.
Rozmyslite si, Zze ak st &isla z,y v rovnakej skupine, tak ak z | y, tak x = y. Umocnime dana
podmienku a dostaneme:

2014\ 2 2014
1=1%2= Z a; = Z a? + 12 Z aa; | + |2 Z aia;
i=1 i=1 1<i<5<2014,i|j 1<i<j<2014,ifj
Teraz by sme chceli minimalizovat vyraz
2014
V= Z a2+ |2 Z a;a;
i=1 1<i<j<2014,ifj

Pre 1 < k <11 oznaéme s = zleAk a; a vSimnime si, Ze plati

lebo nalavo sa nachddzaju vSetky c¢leny, ¢o su napravo (premyslite si). Pokracujme dalej v
odhadoch:
11 11 11 2 2014 2
(30 ()= () -(5)
1 k=1 k=1 i=1

teda Z si > —.

Uz méame vsetko ¢o potrebujeme, staci to len dat dokopy:

2014 2
L= (252 a7) — QX <icj<o014,ij @i05) 1 — Tll 5
aja; = < = —.
2 v 2 = 2 11
1<i<j<2014,i|j

Stacéi uz len najst také ay,as,...,a2014, aby nastala rovnost. KedZe rovnost musi nastat v
kazdom spravenom odhade, nie je tazké prist na to, ze rovnost nastane, ak a, = % v pripade,
7e n je mocnina dvojky (aj nultd), inak a, = 0. Ak neverite, mozte si to zratat, je to celkom
jednoduchy vypodet. (Filip ,,Hiphop“ Hanzely a Miro Psota)



