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Reseni 4. série

Uloha C4. Slovem délky n rozumime usporadanou n-tici pismen a, b, c. Oznaéme x, pocet
vsech slov délky n, ktera neobsahuji jako podslovo aa ani bb. Oznacme y, pocet vSech slov
délky n takovych, ze v kazdé trojici po sobé jdoucich pismen nékteré z pismen a, b nebo ¢ chybi.
Ukazte, ze yn+1 = 3Tn.

Reseni. Pod pismeny si budeme pfedstavovat zbytky modulo tiemi: @ = 1, b = 2, ¢ = 0. Pak
kdykoli si vezmeme slovo délky n + 1 (kterému budeme fikat slovo hodnot), miZeme spodist
rozdil mezi kazdymi dvéma sousednimi pismeny modulo 3 (ode¢itame vzdy pfedchozi pismeno
od nasledujiciho). Takto vznikne slovo délky n, které budeme nazyvat slovo posuni.
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zakazany kus

Naopak, kdykoli madme dané slovo posunii a prvni pismeno slova hodnot, mame zbytek slova
hodnot jednoznacné urcen, staci postupné pricitat pismena ze slova posunt. Jedno slovo posunt
délky n tedy odpovida tfem sloviim hodnot délky n + 1 (méme na vybér tii moznosti, které
pocétecni pismeno zvolit).

Nakonec si stac¢i uvédomit, ze slova posunt aa a bb presné odpovidaji tém trojpismennym
slovim hodnot, ktera obsahuji vSechna tfi pismena a, b, c. Tedy slova posuni, ve kterych se aa
ani bb nevyskytuje, odpovidaji tém sloviim hodnot, ve kterych se nevyskytuje abc, bea, cab, cba,
bac ani acb. Kazdé slovo posunii odpovida tfem takovym, tedy yn4+1 = 3zn.

Jak se to dalo vymyslet

Tato kapitolka mé za cil rozptylit predstavu , To je nejvic trikova bijekce, na to viibec neslo
prijit!“, kterou by snad mohlo toto FeSeni u nékterych ¢tendiu vzbudit.

Chceme ziskat pfedstavu, jak zhruba vypada x,, tedy zacneme si psat néjaké slovo bez aa i
bb. Vzdy, kdyz piseme dalsi pismeno, se zamyslime, z kolika pismen méame v daném okamziku na
vybér. Shledavame, ze vzdy ze dvou nebo tfi, tedy x, bude néco mezi 2™ a 3". Kdy pfitom mame
tfi moznosti? Pouze na zacatku, nebo kdyz je predchozi pismeno c. Je-li pfedchozi pismeno a
nebo b, jsou moznosti jen dvé.

Nyni si pro zménu stranu zkusime napsat nékteré slovo, kterd pocita y,. Opét mame v kaz-
dém okamziku na vybér ze tii nebo dvou pismen. Ovsem kdy tentokriat mame na vybér vsechna
tfi pismena? Kromé zacatku jen tehdy, kdyz predchézejici dvé pismena jsou stejné. Jsou-li pred-
chozi dvé pismena razna, musime volit jedno z nich.

Vidime tedy, ze pismena ¢ v prvnim pfipadé ,néjak odpovidaji“ dvojicim stejnych pismen
v druhém pripadé. Naopak pismena a, b v prvnim pfipadé ,odpovidaji“ dvojicim riznych pis-
men. Toto je samoziejmé jen nepfesna uvaha, ale jak je vidét na feSeni vySe, je v tomto pfipadé
funkéni a snadno formalizovatelna.

Pozndmky opravugictho. Uloha byla jednoducha. Reseni podobné vzorovému poslal pouze Bui
Truc Lam Michal. Zbyli feSitelé odvodili rekurentni vztah z,, = 22,1 + 2, obdobny pro y,
pomoci nichz tlohu dokazali, jednou dokonce doslo na explicitni vyjadfeni. Body jsem strhaval
za jejich nedostateéné obhéjeni, pfipadné za neoSetieni, pro které hodnoty vlastné dokazujete.

(Mirek Olsék)

Uloha A4. Najdéte vsechny dvojice pfirozenych cisel a, b takovych, Ze neexistuje nekone¢na

posloupnost {x,}°% | spliujici rekurentni vztah xp 11 = le,"z_l , jejiz prvni c¢len je %, kde Fy,

znadi k-té Fibonacciho ¢islo.
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Reseni. Pripominame, %e Fibonacciho posloupnost je zadana vztahem Fy =1, Fp =0 a F, =
Fn—l + Fn—2-

Posloupnost nebude nekonec¢nd, pokud se po néjaké dobé v posloupnosti objevi 1; feknéme,
Ze se tak stane v zp,. Oznalime yr = p,_ky1 pro k € {1,...,m}. Z rekurentniho vztahu
dostaneme yn = (2yn+1 — 1)/(1 — yn+1), coz se da prepsat jako ynt1 = (yn + 1)/(yn + 2)
a y1 = 1. Spocteme si prvnich par ¢lent této posloupnosti: 1, £, g, % ...; chceme dokéazat, ze
Yn = Fop—1/Fay. Indukei, pro n =1 je to jasné a pro n + 1 plati
Yn+1  Fon—1/Fon+1  Fop—1+Fon  Fonql g1y

b

Yn+2  Fon_1/Fna+2 Fan_1+2F,  Fapny1+ Fon Fo(ni)

Yn+1

kde v druhé rovnosti jsme pouzili indukéni pfedpoklad, Ze nase tvrzeni plati pro n. Tim dukaz
indukeci konéi.

Aby posloupnost byla kone¢nd, musi se tedy x1 rovnat nékterému z ¢isel y,,. Naopak pokud
se nebude rovnat zadnému z nich, nikdy uz posloupnost nenabude 1, protoze kazdy clen je
jednoznac¢né urcen svym predchéazejicim i néasledujicim ¢lenem.

Staci si tedy rozmyslet, pro které dvojice (a,b) je Fo/Fy, = Fap/Fon—1 pro nékteré n € N.
Rozebereme 4 pripady:

(i) a <b—2.Pak
Fa Fa F, 1

F, F_1+F,_2 Fa+F, 2

Na druhou stranu méame
Fon—1 _ Fopn1 Fon—1
Fop Fopn—1+ Fop—2  Fan—1+ Fon—1

1
=3

Ostra nerovnost plyne z faktu Fop_2 < Fon—1, jelikoz 2n — 1 nemize nabyvat dvojky.

(ii) a = b — 1. Indukci si snadno rozmyslime, ze dvé po sobé jdouci Fibonacciho ¢isla jsou
nesoudélna. VSechny zlomky tvaru Fy,/F},_; jsou tak v zdkladnim tvaru, a tedy navzajem
rizné. Proto z téchto dvojic (a,b) vyhovuji pravé ty, kde je b sudé.

(iii) a = b. V takovém pripadé vzdy Fo/F, = 1 = F1/F», tedy takové dvojice zadani vyhovuji.

(iv) a > b. Fibonacciho posloupnost je neklesajici, tedy

Fa Fon—1

s> .
Fy Fop

Aby nastala rovnost, musi nastat v obou nerovnostech, tedy n = 1, F, = F}. V tomto
piipadé vyhovuje jen dvojice (a,b) = (2,1)

Mame tedy, ze vSechny hledané dvojice (a,b) jsou (2,1) a (n,n), (2n — 1,2n) pro vSechna
n € N.

Poznamky opravujictho. Vétsina z vas se dostala k tomu, jak vypadaji ¢leny v této posloupnosti
predchazejici 1, z toho jste spravné odvodili, jakého tvaru nesmi z; byt. V tomto momenté jste
se v feSenich rozdélili, vétsina z vas po tomto kroku uz povazovala tlohu za vyfeSsenou. Bohuzel
to tak nebylo, protoze je vskutku nutné dokazat, ze zadna dalsi feseni jiz neexistuji. V tom byla
uloha trochu oSemetnd, protoze se zdala vyreSena jesté diive, nez byla. Nékolik z vés si toto
uvédomilo a ulohu zdhy dotesilo, jen néktefi zapomnéli na ten oSemetny pfipad (2, 1), na ktery
pfi svém pokusu tlohu zdolat zapomnél i opravovatel ;). (Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha N4. Dokaste, ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze pro kazdé z nich
existuje pFirozené cislo np, které nedéli p — 1, a pritom ny! + 1 je délitelné p.
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Reseni. Chceme alesponi pro néktera prvoéisla p najit takové np, ze np! = —1 (mod p). Z Wil-
sonovy véty pfitom vime, zZe

npl(np + D(np +2)-- (0= 2)(p = 1) = np! (<)(=(I = 1)) - (~2)(~1) = ~1 (mod p).
l

Protoze nam staci najit ¢isla np jen pro néktera prvocisla p, miizeme volit ¢islo [ a k nému
teprve hledat prvocislo p. Abychom se nemuseli obtézovat znaménky a abychom pozdéji uméli
zajistit podminky (i) a (ii), zvolime ! sudé, tj. I = 2k. Nyni tedy ke zvolenému &islu 2k hleddme
prvoéislo p tak, aby 2k(2k —1)---2-1 =1 (mod p). Jinymi slovy volime p jako prvoéiselného
délitele ¢isla (2k)! — 1. Toto ¢&islo je liché, takze i p je liché.

Protoze je np + 2k = p — 1, tj. np = p — 1 — 2k, ukazme nejprve, ze takto definované n,
je kladné pro kazdého prvociselného délitele ¢isla (2k)! — 1. Kdyby p < 2k, pak (2k)! —1= -1
(mod p). Kdyby p = 2k + 1, pak podle Wilsonovy véty je (2k)! —1 = —1—1 (mod p). V obou
piipadech p neni délitel ¢isla (2k)! — 1, takze vime, ze p > 2k+1an, =p—1—2k > 0.

Druhym pozadavkem je, aby n, nedélilo ¢islo p — 1. Zabyvejme se nyni déliteli ¢isla p — 1.
Namisto délitelt p — 1 se vSak mizeme zabyvat déliteli ¢isla 2k, nebot

p—1—-2k|p—1 & p—1-2k]|2k.

Bude tedy vyhodné, kdyz 2k bude mit malo délitelt. Zvolme k prvocislo, protoze potom nam
staci zajistit jen to, aby se &islo p — 1 — 2k nerovnalo zadnému z &isel 1, 2, k, 2k. Cislap—1—2k a
1 maji opacnou paritu, takze se jisté nerovnaji. Totéz plati i pro ¢isla p — 1 — 2k a k, je-li k liché
prvocislo. Odted proto budeme uvazovat jen lichd prvodisla k. Zbyva zajistit, aby se p — 1 — 2k
nerovnalo ¢islu 2 ani 2k.

(i) p—1—2k #2k
Nerovnost p # 4k + 1 muzeme zajistit vybérem vhodného prvociselného délitele cisla
(2k)! — 1. Vsechna liché prvoéisla jsou tvaru 4j + 1 nebo 45 + 3 pro né&jaké j € N, a tak by
stacilo védét, ze lze vybrat prvociselného délitele ¢isla (2k)! — 1 tvaru 45 + 3. To mozné
je, nebot (2k)! — 1 = 3 (mod 4), takze existuje prvoéiselny délitel tvaru 45 + 3. Kdyby
totiz vSechna prvoéisla délici (2k)! — 1 byla tvaru 45 + 1, dostali bychom spor modulo 4.

(i) p—1—2k#£2
Nyni jiz mame vybrano prvocislo p tvaru 4;5+3. Staci si rozmyslet, Ze nerovnost p # 2k+3
je automaticky zajiSténa, protoze obé strany davaji rizné zbytky modulo 4. Protoze k je
liché (prvo)cislo, je 2k = 2 (mod 4), takze 2k + 3 =1 (mod 4).

Ke kazdému lichému prvodislu k (téch je nekoneéné mnoho) umime najit prvoéislo p > 2k+1
tvaru 45 4+ 3 a ke kazdému z nich umime najit pfirozené ¢islo np := p — 1 — 2k pozadovanych
vlastnosti. Staci tedy uz jen zajistit, Ze vybiranych prvocisel p je nekoneéné mnoho. To ovSem
plyne z nerovnosti p > 2k + 1, ze které vidime, Ze zvolime-li k dostatecné velké, bude téz p
dostatec¢né velké. Tim jsme hotovi.

Poznamenejme, Ze celé feSeni by se dalo napsat tak, ze bychom zvolili rychle rostouci
posloupnost prvoéisel ki, ks,..., napiiklad k;+1 > (2k;)!, a poté navzajem rtzna prvodéisla
P1,D2, ... tvaru 45 + 3 takova, ze p; | (2k;)! — 1. K nim bychom pak zvolili ny, :=p; — 1 — 2k;
a ukazali, Ze np, spliiuje pozadované vlastnosti. Umyslné jsme vsak tento postup nezvolili, aby
byla vice vidét motivace, pro¢ se co vybira.

Poznamky opravujictho. Myslim, ze nakonec vsichni ispésni Fesitelé zvolili trochu jiny zpisob,
jak ukazat, ze np t p — 1. Zacali tim, ze zvolili n tvaru 6m + 1. Poté vzali libovolné prvocislo
p|n!+1 a ukdzali, ze n! = (p — 1 — n)! = —1 (mod p). Nemiize nastat rovnost n =p — 1 — n,
protozZe to by znamenalo, ze p = 2n + 1 = 3(4m + 1) neni prvocislo. Nutné tedy jedno z éisel n,

p—1—n je vétsi nez ”2;1 a staci tedy zvolit np jako toto vétsi cislo.
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Mrzelo mé, Ze jsem si pfi ¢teni feSeni uvédomil, ze formulace ,,a nedéli b* neni jednoznacna
(pfestoze pouzivand). Lze totiz Cist jako ,trojka nedéli Sestku“ (to se tim bézné rozumi), ale
také ,trojku nedéli Sestka“. Po konzultaci s ostatnimi jsem se rozhodl feseni zalozena na druhém
vykladu formulace ,a nedéli b“ neuznavat, protoze tento vyklad tlohu zna¢né zjednodusoval.
Pokud se ndm v budoucnu stane podobnd véc, obratte se na nas prosim s dotazem na nasi
e-mailovou adresu, zda je zadani mysleno tak ¢i onak. (Pavel Salom)

Uloha G4. UvnitF trojihelniku ABC zvolme bod P. Oznaéme priiseciky polopfimek AP, BP,
CP s kruznici opsanou trojuhelniku ABC postupné A, By, Ci. Dédle ozna¢me Az, Ba, Co
obrazy bodu Ai, Bi, C1 ve stfedovych soumérnostech danych postupné stiedy stran BC, CA,
AB. Dokazte, ze ortocentrum trojuhelniku ABC' a body As, B2, C2 lezi na jedné kruznici.

Reseni. Nejprve si vzpometime na znadmy fakt: Je-li H’ stfedovy obraz ortocentra H trojihel-
niku ABC podle stfedu BC, pak H' lezi na kruZnici opsané A ABC, pti¢emz dokonce AH’ tvori
jeji pramer.

Nyni jiz k dokazované uloze. Ozna¢me X takovy bod, ze XOPH je (piipadné degenerovany
do usecky ¢ bodu) rovnobéznik (s vrcholy v tomto pofadi). Ukdzeme, ze X je stiedem hledané
kruznice. S ohledem na symetrii sta¢i dokdzat |A2 X | = |H X|, diky ¢emuz se miizeme omezit na
jednodussi obrazek.

A

A H

Uvédomme si, ze diky stfedové symetrii je A; H' A2 H rovnobé&znik (také piipadné degenero-
vany). Nakreslime-li AA; svisle, jsou primky A1 H' (AH’ je pramér!) a HAs vodorovné nebo
degenerované do bodu. Budeme-li nyni sledovat pouze z-ové soufadnice bodt (btno AA; je
osa y), stadl nam v kazdém pripadé ukazat [X|, = %([H]l + [A2]z). To je ale snadné, nebot
z rovnobézniki XOPH a Ay H'AsH dostavame

[Xla =[Ol +[Hla = 5 ((H']a + [H]a) + 5 [H]o = 2 ({42l + [H]2),

kde jsme v prostfedni rovnosti vyuzili [H']; = 2[O]s (O je stited AH'). Jsme hotovi.

Poznamky opravujictho. Vsechna dosla feseni byla spravna, pricemz nejpruhlednéji se s alohou
vyporadal Stépan Simsa. Néktefi vSak ztratili bod za praci s neexistujicim thly, étyfthelniky
atp. v pfipadech, kdy byl bod P zrovna zvolen tak néjak nesikovné. Doporucuji si davat vétsi
pozor, nebot i na IMO se za podobné chyby berou body. (Michal ,, Kenny“ Rolinek)



