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ResSeni 1. série

Uloha N1. Dokazte, ze pro libovolné prirozené n > 2 existuji prirozena cisla a,b € N takova,
Ze pro Zadné celé ¢islo x neni 3 + ax + b ndsobkem n.

Reseni. Ukazeme, ze pre volbu a = n— 1 vzdy existuje vyhovujtce b. Skiimajme, kolko réznych
zvyskov po deleni n méze nadobudat vyraz % 4+ (n — 1)z. Skiimame teda pocet réznych hodnét
vyrazu V(z) = 23 + (n — 1)z mod n. Zrejme tychto hodnot bude nanajvys n — jedna pre kazdy
mozny zvySok z mod n. Navyse pre £ = 0 a z = 1 je hodnota vyrazu V rovnaka, konkrétne
je to 0. To znamen4, ze vyraz V v skuto¢nosti nadobtda najviac n — 1 spomedzi n moznych
zvyskov a urcite existuje zvySok z € {1,2,...,n — 1}, ktory vyraz V nikdy nenadobtda. Potom
ale zrejme vyhovuje b = n — z. Pre ttito volbu b totiz vyraz 3 4 (n — 1)2 + b nikdy nenadobudne
hodnotu 0 modulo n. Na zaver eSte poznamenajme, Ze a, b ndjdené tymto rieSenim su skutoc¢ne

prirodzené ¢isla. (Jozef Fiilop)
Uloha Al. Je déna posloupnost celych &isel ay,as, . .., an takové, Ze pro kazdé i € {1,2,...,n}
plati

i—n < a; <.
Dokazte, ze z ni lze vybrat neprazdnou ne nutné souvislou podposloupnost se souctem 0.

Reseni. Prvni si ukdZeme elegantni feSeni, které je dokonce konstrukéni. Nerovnost si pfepisme
jako

n>1—a; > 0.
Dale si postavme orientovany graf na vrcholech s ¢isly 1 az n. Hrany povedou z vrcholu ¢ do
i — a; vzdy s hodnotou —a;. Vime tedy, Ze z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana. A jelikoz
je pocet vrcholi konec¢né cislo, musi zde existovat i cyklus. To tedy znamen4, ze jsme se dostali
z Cisla ¢ do stejného ¢isla ¢ po hranach, které reprezentuji rozdil hodnot vrcholt, a tedy

Z —a; =0.

j€E€cyklus

Jin€ reseni z vétsiny podle Majdy Misinové. Nejdiive dokdzeme, Ze muzeme predpokladat,
ze je posloupnost neklesajici. Pro spor necht existuji 4, j takova, ze j > i a a; < a;j. Potom
j>1i>a; >aj >j—mn>1i—n,z toho plyne, Ze je mizeme prohodit a stale budou spliovat
podminky ze zadani.

Budeme postupovat indukci. Pro n = 1 je tvrzeni tlohy trividlné splnéné a navic vime, ze
pokud posloupnost obsahuje nulu, pak jsme vyhrali. Proto predpokladejme, Ze ji neobsahuje.
Necht tvrzeni plati pro n — 1 a dokazme jej pro n. Nejprve ukaZeme, ze existuje jak &islo, které
nabyva svého minima, tak ¢islo, které nabyva svého maxima. Kdyby neexistovalo i takové, ze
a; =1 —n, tak vime, Ze pro vSechny 1 < i < n — 1 zaroven plati silnéjsi podminky, a to takové,
ze 1 > a; > i —n+ 1, tedy mizeme aplikovat indukéni predpoklad a mame vyhrano. Obdobné
pokud neexistuje i takové, ze a; =i — 1, tak pro 2 < i < nplatii—1 > a; > ¢ — n. To tedy
znamena, ze kdyz si fadu preindexujeme tak, ze b;_1 = a;, pak bude tato mensi fada b; spliovat
podminky ze zadani, a tedy v ni bude z indukce podposloupnost s nulovym souctem.

Nyni udélejme pozorovani. Pokud existuje alespon k kladnych ¢lenti posloupnosti, pak diky
tomu, Ze je posloupnost neklesajici, a diky tomu, ze néjaké ¢islo nabyva svého minima (toto
¢islo je nutné zédporné), vime, ze dané zaporné ¢islo miize mit hodnotu nanejvys —k, protoze jiz
nejvyssich k ¢isel bylo vyuzito. A jelikoz je posloupnost neklesajici, vime, Ze i a1 bude nanejvys
toto —k.

Nyni uz posledni konstrukéni krok. Vezméme si nejnizsi mozné g a nejvyssi mozné h takova,
Ze ag a ap nabyvaji svého maxima. Pokud g = 1, pak je jeden clen nulovy, tedy tuto moznost
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nemusime uvazovat. Jelikoz jde tedy o neklesajici posloupnost, tak existuje alesponn h — g + 1
kladnych ¢isel. A tedy —h+g—1 > a1 > 1 — n, z ¢ehoz dostavame, Ze

g—1>g—22>a1+ap>2h—n

Konecné zadefinujme posloupnost b1, ...,b,—1 nasledovné. Pro1 <:<g—2ah <i<n-—1
plati, ze b; = a;jy1. Pro by_1 = a1 +ap apro g < i < h—2 necht b; = a;. Protoze mimo interval
(g, h) plati i — 1 > a; > i — n, tak pro ¢ mimo interval (g —1,h — 1) plati ¢ > b; > i—n+ 1. Pro
bg—1 mdme g > by_1 =a1+ap, >h—-—n>g—n. Aprog<i<h-—1plati

i>b,=a; >1>i—n+1.

Posloupnost b; tedy spliiuje podminky ze zadani pro posloupnost délky n — 1. Kazdému clenu
posloupnosti b umime ptifadit jeden nebo vice ¢leni posloupnost a tak, ze zddny neni ptifazen
vic nez jednou. Proto umime z podposloupnosti se sou¢tem nula tvofenou b; jednozna¢né zkon-
struovat dané ¢leny v ptuvodni posloupnosti. (Fila Cermak)

Uloha G1. Necht ABC je ostrothly trojihelnik s kruznici opsanou  a ortocentrem H. Body
D a E lezi po fadé na stranach AB a AC tak, aby |AD| = |AE| a aby étyfiuhelnik ADHE byl
tétivovy. Rovnobézky s DE prochazejici po fadé body B a C protinaji ) podruhé po fadé v P
a Q. Dokazte, ze se piimky PD a QFE protinaji na kruznici opsané trojuhelniku ADE.

Reseni. Nech (XY Z) oznacuje kruznicu opisant trojuholniku XY Z. Oznaé¢me «, 3, v uhly pri
vrcholoch A, B, C v trojuholniku ABC'.

Ak |AB| = |AC]|, tak D, E st pity vysok v ABC a DE || BC, takze B = Q a C = P.
Potom PD, QFE st vysky v trojuholniku ABC, takze sa pretinaju v H, a teda tvrdenie plati.
Dalej mozeme BUNV predpokladat |[AB| > |AC|.

Nech S je prieseénik osi uhla BAC a priamky BP a T je pita vysky z A v ABC. |AD| =
|AE|, takze priamka AS je zaroven osou Usecky DE, takze je na fiu kolma, a kedze DE || BP,
tak uhol ASB je pravy. AT je vyska vABC, takze aj AT B je pravy uhol, a teda podla Télesovej
vety je Stvoruholnik ABST tetivovy. Plati preto |<SAT| = |<SBT]|.

Ozna¢me K, L, M postupne obrazy bodu H v osovych simernostiach podla AS, AB a AC.
Potom body L, M lezia na Q. Kedze AS je osou usecky DE, tak obrazom (ADE) v osovej
simernosti podla AS je (ADE), a kedze H na tejto kruznici lezi, tak na nej lezi aj K. Ukdzeme,
ze PD a QF sa pretinaju v K.

Z definicii bodov K, L, M plynie

|AH| = |AK| = |AL| = |AM],
takze A je stred kruznice opisanej LK H M. Vdaka obvodovému a stredovému uhlu nad tetivou
KH v (KHL) a vdaka tomu, ze K je obrazom H podla AS, a tetivovosti ABST a BPC'L méme
1
|[<KLC|=|<KLH| = 5|<1KAH| = |<SAH| = |<SAT| = |<SBT| = |<PBC| = |<«PLC|,

a kedZe body K, P lezia v tej istej polrovine uréenej priamkou CL, tak body P, K, L leZia na
jednej priamke.
Nech R je bod na obliku HL kruznice (HK L), ktory neobsahuje K. Plati

1
[<HKL| = 180° — |<LRH]| = 180° — _|<LAH| = 180° — |<DAH]| = |<HKD|.

Prvé dve rovnosti plynu z toho, ze H, K, L, R lezia na kruznici so stredom A, tretia z toho,
%e L je obraz H podla AB a stvrta z toho, ze ADKH je tetivovy. Kedze D a L su v tej istej
polrovine uréenej priamkou HK a plati |[<HKD| = |<HKL|, tak D lezi na KL, ¢ize body P,
K, D, L lezia na jednej priamke. Analogicky Q, K, E, M lezia na priamke, a teda K, ktory lezi
na (ADE), je naozaj priese¢nikom priamok PD a QF.
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(Lucia Krajc¢oviechovd a Radek OIsék)

Uloha C1. Je ddna mnozina S bodti v roviné. Lucinka by chtéla nakreslit nékolik (uzavienych)
kruhu tak, aby pro kazdé dva rizné body z S existoval kruh obsahujici pravé jeden z téchto
bodi. Jaké je nejmensi k takové, ze pro libovolnou 2019-prvkovou mnozinu S se to Lucince miize
podarit, kdyz nakresli k kruhu?

Reseni. Najskor ukazeme, ze v pripade, ked vSetky body leZia na jednej priamke je potrebnych
aspon 1010 kruhov. Majme k kruhov, ktoré spliiaji zadanie. Ak na hranici niektorého kruhu lezia,
bodov ¢o predtym, ale vSetky vo svojom vnutri. Preto mézeme predpokladat, ze ziadny bod
nelezi na hranici kruhu. Pozrime sa na dvojice susednych bodov na nasej priamke, niektory
kruh ich musi oddelovat, takze jeho kruznica prechidza vnutrom usecky medzi nimi. Useéiek
medzi susednymi bodmi mame 2018, takze aspon 2018 priese¢nikov. Taktiez aby bol oddeleny
bod najviac vlavo od bodu najviac vpravo, tak jeden z nich musi byt vnutri nejakého kruhu, ¢o
pridé 1 priesecnik mimo vSetkych useciek. Kazda kruznica mé s priamkou najviac 2 priesec¢niky,
potrebujeme aspon 2019 priesec¢nikov, takze aspon 1010 kruhov.

Teraz dokazeme, Ze nech st body v rovine rozlozené Iubovolne, tak Lucinke sta¢i 1010
kruhov. Ukézeme postup akym sa daji kruhy skonstruovat. Zoberme si priamku p, ktora nie je
rovnobezna zo ziadnou useckou s koncovymi bodmi v S a posuiime ju tak, aby prechadzala cez
nejaky bod C z S a nalavo aj napravo od nej bolo presne 1009 bodov. D4 sa to docielit, lebo pri
postuvani nikdy nebude prechadzat dvomi bodmi naraz. Dalej zostrojime prvé dva kruhy, kruh
L obsahuje prave vSetky body nalavo od p a kruh P tie napravo.

Vsetky body okrem C' nazveme ,neoznacené® a postupne ich budeme oznacovat, ako bu-
deme pridavat dalsie kruhy. Zoberme si takii dvojicu neozna¢enych bodov, kde jeden z nich je
nalavo, druhy napravo a vzdialenost medzi nimi je najkratsia mozna. Ten nalavo ozna¢me A;
a ten napravo Bj. Teraz zostrojime kruh Kj nad priemerom Aj;B;. Tvrdime, Ze tento kruh
neobsahuje ziadny neoznaceny bod, ak by obsahoval, tak tento bod je blizsie ku A; aj ku B;
ako priemer kruhu, preto by sme mali dvojicu s men$ou vzajomnou vzdialenostou. Dalej po-
stupujeme podobne, ked chceme zostrojit kruh K, , tak ndjdeme vhodnu dvojicu neoznacenych
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bodov a oznaéime ju A, Bn, teda plati A, je nalavo, B, je napravo a vzdialenost |Ay, By| je
najmensia mozna. Nésledne zostrojime kruh K, nad priemerom A, B,. Posledny kruh, ktory
potrebujeme je K008, aby sme mali spolu 1010 kruhov. Ostali ndm este dva neoznacené body,
tak ich oznac¢ime Ajo9, B1009-

Treba dokézat, ze takto budd kazdé dva body oddelené nejakym kruhom. Bod C je od
kazdého iného bodu oddeleny bud kruhom L alebo P. Ak jeden z dvojice bodov lezi nalavo
a druhy napravo, tak s oddelené oboma kruhmi L, P. Ost4dva uz len moznost, Zze oba body
lezia na jednej strane od p, BUNV na Iavej strane. Nech st to body A;, Aj, kde i < j. V kruhu
K; lezi bod Aj;, ale bod Aj; bol vtedy este neoznaceny, lebo j > i, takZe je zarucené, ze nelezi
v kruhu K;. Tym je dokaz hotovy.

Iné riesenie. Vieme uz, ze k > 1010. UkaZeme inym sposobom, ze 1010 kruhov stacéi. Keby
sa nam podarilo rozdelif body pomocou 1010 priamok, tak Tahko ich rozdelime aj pomocou
kruhov, lebo priamka je vlastne ,kruznica s nekone¢nym polomerom,“ takze pre kazdu priamku
by stacilo pridat jeden kruh, ktory by mal dost velky polomer, aby obsahoval prave body z S
na jednej strane od tejto priamky. LenZe pri rozdelovani bodov pomocou priamok natrafime
na problém, Ze niektoré body budu lezat na jednej priamke a nebudu sa dat efektivne rozdelit
pomocou priamok, napriklad ked vSetky body z S lezia na jednej priamke, tak potrebujeme az
2018 priamok. S tymto problémom si poradime pozoruhodnym trikom.

Zobrazme cela konfiguraciu v kruznicovej inverzii so stredom v bode O. Najdeme k kruznic,
ktoré spliiaju zadanie v zobrazenej konfiguracii, zaroven lahko zabezpedime, aby Ziadna z nich
neprechadzala bodom O. Potom celt situéciu zobrazime naspét obratenou inverziou. Kazdy z k
kruhov sa zobrazi na kruh a v jeho vnutri buda presne tie body ¢o aj v invertovanej situécii.
Takto dostaneme k kruhov v pévodnej situdcii, ktoré spliiaji zadanie.

Uz staci len zvolit bod O tak, aby v invertovanej situécii nelezali ziadne 3 body na priamke.
To je ekvivalentné s podmienkou v pévodnej situacii, aby opisand kruznica Iubovolnych troch
bodov z S neprechadzala bodom O, takze sta¢i zvolit bod O mimo vSetkych opisanych kruznic.

Dokéazeme, ze ked ziadne 3 body z S neleZia na jednej priamke, tak sa S da rozdelit pomocou
1010 priamok, teda aj pomocou 1010 kruhov. Budeme potrebovat nasledovni lemu z kombina-
torickej geometrie.

Lema. Majme 2n bielych a 2n ¢iernych bodov v rovine, pricom ziadne 3 nelezia na priamke.
Potom existuje taka priamka, Ze na jej oboch stranéch je po n bielych a n ¢iernych bodov.

Dokaz. Zoberme lubovolna taku orientovant priamku, Ze nalavo aj napravo je 2n bodov. Po-
vedzme, Ze nalavo je b < n bielych bodov. Za¢nime priamkou otacat v kladnom smere. Ked
narazime na prvy bod, mézeme priamkou dalej otacat v kladnom smere okolo tohto bodu. Za-
sekneme sa, ked na priamke budd 2 body. Ked ju esSte trochu oto¢ime, tak aby znovu bolo
nalavo aj napravo 2n bodov, tak tie dva body ¢o lezali na priamke zmenili svoju stranu. Z lavej
strany odisiel jeden bod a prisiel jeden novy bod, preto sa pocet bielych bodov nalavo zmenil
najviac o 1. Takto v otac¢ani pokra¢ujeme dalej. V momente, ked sme priamku oto¢ili o 180°,
tak vzhladom k tomu, Ze na oboch stranach je stale 2n bodov, tak nalavo st presne tie body,
¢o boli pévodne napravo a naopak. Pévodne bolo napravo 2n — b bielych bodov, takze teraz
je nalavo 2n — b > n bielych bodov. Nazaciatku sme mali nalavo menej ako n bielych bodov,
nakonci viacej ako n a v kazdom kroku sa ich pocet zmenil najviac o 1, takze v niektorom kroku
bolo nalavo presne n bielych, teda aj n ¢iernych bodov a takisto napravo. O

Dalej budeme postupovat indukciou. DokaZeme mierne pozmenené tvrdenie, a to, ze ked
méme j bielych a j éiernych bodov, tak vieme pridat j — 1 priamok, tak aby vsetky biele boli
medzi sebou oddelené a vsetky ¢ierne medzi sebou oddelené. Pre j = 1 to plati, lebo netreba
pridat Ziadnu priamku.

Ak j = 2m je parne, tak podla lemy vieme pridat priamku tak aby ndm vznikli 4 skupiny po
m bodov podla toho, ¢i st biele/¢ierne a nalavo/napravo. Teraz sta¢i uz len oddelit body vramci
jednotlivych skupin. Bielych nalavo aj ¢iernych nalavo je m, m < j, takze podla indukéného
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predpokladu ich vieme oddelit pomocou m — 1 priamok. Takisto napravo nam staéi m — 1
priamok, spolu sme pouzili 1 + (m — 1) + (m — 1) = 2m — 1 = j — 1 priamok.

Ak j = 2m + 1 je nepérne, tak si na chvilu odmyslime 1 biely a 1 ¢ierny bod. Priddme
1 priamku a vdaka leme dostaneme 4 skupiny po m bodov. Pozrieme sa, ¢i odobraté body
lezia nalavo alebo napravo od priamky a priddme ich do prislusnej skupiny, kedze maju rozne
farby, tak do réznych skupin. Nase skupiny maja velkosti m, m, m + 1, m + 1. Z indukéného
predpokladu nam na dvojicu skupin s m bodmi sta¢i m — 1 priamok a na dvojicu skupin s m+1
bodmi sta¢i m priamok. Spolu sme pouzili 2m = j — 1 priamok.

Koneéne, ked mame 2019 bodov, pridajme si lubovolne 1 bod, aby sme mali 2020. Pomocou
nejakej priamky ich rozdelime na 1010 nalavo, ktoré zafarbime nabielo a 1010 napravo, ktoré
budu ¢ierne. Dokézali sme, Ze potom vieme pridat 1009 priamok tak, aby lubovolné dva body
rovnakej farby boli oddelené a Tubovolné dva réznej farby st oddelené prvou priamkou, takze
nam staci 1010 priamok, ¢o predstavuje 1010 kruhov v povodnej situdcii. (Tomé&s Sésik)



