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RieSenie 6. série
Uloha NG6. Naéjdite vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré existuju také celé cisla ni,na,...,

ng > 3, ze

1 — — —
n=ning...ng = 932k (n1—1)(ng—1)...(np—1) _1.

Riesenie. Ak prirodzené &islo n spliia zadant podmienku, tak n = 2™ —1 pre nejaké prirodzené
&islo m. Lahko overime, ze jediné vyhovujice m < 10 je 3.
Majme m > 10. Dokazeme, ze n = 2™ — 1 nemdze vyhovovat podmienke zo zadania. Pre
spor predpokladajme, Ze pre nejaké k > 1 a ni,na,...,ni plati
1
10<m= Z—k(nl —1)(ng —2)---(ng — 1).
Pre [ > 10 lahko ukdzeme (spravte to), ze 2! — 1 > 3. Preto

9™ 1> md = ny—1 3 ng — 1 3“. ng — 1 3.
2 2 2

KedZe n = 2™ — 1 je neparne, vSetky m; > 3 musia byt neparne, teda vsetky n; s aspon 5.

Takze 5
?’Li—l >4.'I’Li—1
2 - 2

pre i =1,2,..., k. Dokopy s predoslym tak mame

>ni

n=2"—1>ning---ng =n,
¢o je spor.
Jediné riesenie jen =23 — 1 =7.
Pozndmky opravujiceho. Priklad bol lahky. Ti ¢o sa s nim nepopasovali by si mali odniest,
ze ked sa maji rovnat funkéné hodnoty dvoch rézne rychlo rasttcich funkcii — ako napriklad
polynomiélna a exponenciadlna — tak sa to moze stat len pre malé pripady, lebo neskér nam
rychlejsie rastiica funkcia ,utecie“. (Matus Stehlik)

Uloha A6. Majme prirodzené ¢islo n > 2. Kolko rieseni m4 systém rovnic
x1 + zfl = 4dxy,

X9 +1:% =4z

Tn + w%_l =4x,_1
pre nezaporné realne cisla 1,x2,...,Tn?
Riesenie. Indexy berieme modulo n. Postupnym vyjadrovanim dostaneme polynomialnu rov-
nicu stupna 2" v premennej 1. Pre z1 teda existuje najviac 2" vyhovujucich rieseni. Ostatné
premenné su jednoznacne uréené volbou z1. Ststava ma preto najviac 2" rieseni.
Vidime, ze ak vSetky z; maju byt nezdporné, tak kazdé x; musi lezat v intervale [0, 4]. Preto
mozme polozit z1 = 2 — 2 cos a, pre prave jedno « € [0, 7]. Potom pocitajme

T2 =4(2—2cosa) — (2 —2cosa)? =4 —4cos? a = 2 — 2cos 2a.

Ked by sme pokrac¢ovali, dostaneme postupne x; = 2—2 cos 2:~ Lo pre vietky ¢ > 1. Nakoniec
samozrejme obdrzime x1 = zp4+1 = 2 — 2cos2"a. Teda musi platit cosa = cos2™a. A zasa
naopak: pre kazdé také a mame rieSenie systému rovnic a pre roézne o mame rozne riesenia.
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Vsimnime si, ze cosa = cos2™a je ekvivalentné s 2"a = Fa + 2km pre nejaké k € Z,
a to je ekvivalentné s a = 2kxw/(2"™ F 1). Vzhladom k podmienke a € [0, 7] mame rieSenia
2kym/(2™ — 1) pre k1 = 0,1,...,2" "1 — 1 a 2konw/(2™ + 1) pre ko = 1,2,...,2" L. Tyrdime,
ze tychto 2™ hodnét je roznych. Pre spor predpokladajme, ze 2ki7 /(2™ — 1) = 2kow /(2™ + 1),
teda k1 (2™ + 1) = k2(2™ — 1). Pretoze 2™ — 1 a 2™ + 1 st nesudelitelné, (2™ + 1) | k2, ¢o je spor.
Takto mame 2™ réznych hodnét «, ku ktorym prislicha 2™ roznych rieseni. (Ondrej Kovac)

Uloha G6. Body I a H su v tomto poradi stred kruZnice vpisanej a ortocentrum ostrouhlého
trojuholnika ABC. Body Bi a Cj su postupne stredy stran AC' a AB. Vieme, Ze polpriamka
By I pretina stranu AB v bode Bs (B2 # B), polpriamka C11 pretina predlZenie strany AC
v bode C. Priamky BoC2 a BC sa pretinaju v bode K a bod A1 je stredom kruznice opisanej
trojuholniku BHC. Dokéazte, Ze tri body A, I a Ay leZia na jednej priamke prave vtedy, ked sa
rovnaju obsahy trojuholnikov BK By a CKCa.

Riesenie (podla Patrika Baka). Ponajprv uréme polohu A;. Kedze a < 90°, tak |[<BHC| =
180° — a > 90°. Bod A; lezi teda v polrovine opa¢nej k BCH a z vlastnosti stredového uhlu
plati |[<<BA1C| = 2a. Celd pointa prikladu teraz spoc¢iva v objave, Ze tvrdenie je ekvivalentné
podmienke o = 60°. K tomuto nés mala priviest nutnd podmienka vyplyvajica z predpokladu
kolinearity bodov A, Aj, I. Naozaj, potom A; musi lezat na kruznici opisanej AABC, plati
|[XBA1C| = 180° — «a, ¢o dokopy s predoslym dava a = 60°.

Ak naopak a = 60°, tak A; je zjavne stred obluka BC kruznice opisanej AABC neosahu-
juceho bod A, teda bod A; lezi na osi uhla «, ¢o je priamka AI. Tak sme dokazali, Zze body A,
A1, I lezia na priamke prave vtedy, ked a = 60°.

Venujme sa teraz druhej Casti ekvivalencie. Zrejme plati Spxp, = Sckxc, © SaBc =
SaBycy- Oba tieto obsahy vyjadrime pomocou dizok stran AABC. Spocitame najprv |ABa|.
Ozna¢me D priese¢nik osi uhla v s AB. Podla Menelaovej vety pre trojuholnik AC'D plati

HD| |CBi| |ABs| _ |ABs| _ |IC| ()
|IC| |AB:| |DBa] |DB2|  |ID|
Oznac¢me p polomer kruznice vpisanej AABC. Potom zrejme plati
l7C| _|I¢D] . Sasc i pla+b+c) _q_atb
D] |ID] SaBr cp c
Oznaéme d = |AB3|. Zrejme |DB2| = |AB2| — |AD|. Je zname, ze |AD| = alffbA Rovnost (1)
mozme prepisat na
d _a+b
— = .
d— a—fb ¢
Odtial vyjadrime |[ABz2| =d = a+bbc_c, KedZe sme v odvodeniach nepouzili, ze By je vnutorny
bod AB, mézme analogicky odvodit vzorec |ACa| = a+b;7b, Potom
1 sin « b2c?
S = —|AB2||ACs|sina = . =
A2B2C 2‘ 2llACz| 2 (a+b—c)la—b+c)
sin v b2c? _ sina b2c? _ besina 1
T2 a2—-02—c242c 2  2bc—2bccosa 2 2(1 —cosa)

Porovnanim so vzorcom Sapc = w dostavame, ze
1 o
SABC = SABycy &= —————— =1 <= a=60°.
2(1 — cos )

(Filip Sladek)
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Uloha C6. Nech M je mnozina n bodov v rovine, pre ktoru plati:

(i) da z nej vybrat 7 bodov, ktoré su vrcholmi konvexného sedemuholnika,
(ii) pre kazdych 5 bodov z M, ktoré st vrcholmi konvexného pétuholnika, je v M aspori jeden
bod leziaci vo vniitri tohto pdtuholnika.

Néjdite najmensie mozné n.
Riesenie (podla Miroslava Stankovi¢a). Ponajprv si ujasnime zopar pojmov. Vnitro znamena,
7e hranica tam nepatri. NavySe v tomto rieseni do polroviny nezaratavame priamku, ktora ju
vytvéara. Aby platilo (i), nutne n > 7. Prejdime teda postupne malé hodnoty n, ktoré nevyhovuja,
a ked ndm to dalej nepojde, zostrojime priklad ¢o vyhovuje.
n =7: Podla (i) tvori tychto 7 bodov konvexny 7-uholnik. Staéi teraz vziat lubovolny konvexny
5-uholnik a je jasné, Ze v jeho vnutri nelezi Ziadny bod.
n = 8: N&ajdeme konvexny 7-uholnik. Ak zvys$ny bod nelezi vnutri, tak postupujeme podla
predchéadzajiceho pripadu. Inak vezmeme priamku prechadzajicu tymto bodom, na ktorej nelezi
Ziaden bod 7-uholnika. V jednej polrovine vytatej touto priamkou s asponi 4 body. Tieto s nasim
vnutornym bodom tvoria konvexny 5-uholnik bez bodu vo vnutri.

n =9: Body konvexného 7-uholnika ozna¢me A, B,...,G a dalsie 2 body ozna¢me M, O. Ak
M alebo O nelezi v 7-uholniku, rieSsime to ako predoslé pripady. V opa¢nom pripade v jednej
z polrovin vytatych priamkou MO lezia aspon 3 body 7-uholnika, lebo aspon 5 bodov 7-uholnika
nelezi na MO. Znova tak mame konvexny 5-uholnik, v ktorom nelezi ziaden bod.

n = 10: Body konvexného 7-uholnika oznaéme A, B,...,G a dalsie 3 body ozna¢me I, K, S.
Ak niektory z bodov I, K, S nelezi v 7-uholniku, riesime ako predoslé pripady. Inak zvolime
bod R vnutri trojuholnika K S tak, Ze priamky RI, RK, RS neobsahuju ziadny bod 7-uholnika
(rozmyslite si, preco taky bod musi existovat). Polpriamky RI, RK a RS vytinaju v rovine 3
disjunktné oblasti bez hranice, priGom v niektorej z nich lezia aspon 3 body z {A, B,...,G}.
Spolu s dvomi bodmi z {I, K, S}, ktoré padni na priamky ohrani¢ujice spominant oblast, tvoria
konvexny 5-uholnik bez vnutorného bodu.

Tu sa kon¢i nase snazenie hladat problémy, lebo dalej to uz ide. Tu st priklady.

Pozndmky opravujiceho. Mnohi sa tlohy zlakli, ale ako vidno z Mirovho rieSenia, Zziadne delo
okrem sedliackeho rozumu a Dirichleta nebolo treba. (Filip Sladek)



