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RieSenia 4. série

Uloha A4. Konecnid mnozina S kladnych celych cisel sa nazyva Zirafovd, ak S obsahuje celé
¢islo |S|, kde |S| oznacuje pocet réznych prvkov v S. Majme funkciu f : N — N taku, Ze pre
lubovolnu Zirafovd mnozinu S plati, Ze mnozina f(S) je tiez Zirafovd, kde f(S) := {f(a) : a € S}.
Najdite vsetky mozné hodnoty f(2024).

Riesenie. Ukazeme, ze jediné mozné hodnoty f(2024) jsou 1, 2 a 2024. Funguji napiiklad funkce

dané predpisy f(n) =1,
Fn) = {i ?ro n = 2024,
jinak
a f(n) = n pro n € N. Prvni totiz vytvafi jen zirafovou mnozinu {1}, pokud je pro druhou
funkei 2 € f(S), musi v ni byt i 1, protoze {2024} neni zirafova, a mnozina {1, 2} uz zirafova je.
Pro tfeti funkci je podminka také ziejmé splnéna, jelikoz f(S) = S bude zirafova trividlné.

Nejprve predpokladejme, ze funkce nabyva néjaké hodnoty m v nekoneéné mnoha cislech.
Vyberme jedno takové &islo k a déle k — 1 po dvou rtiznych dalsich (rtiznych i od k). Dohromady
téchto k ¢isel tvofi zirafovou mnozinu, jejiz obrazem je ale {m}, proto m = 1. Déle uvazme
zirafovou mnozinu obsahujici ¢islo 2024 a 2023 po dvou ruznych ¢isel (rtiznych i od 2024),
jejichz funkéni hodnota je 1, obrazem této mnoziny bude {f(2024),1}. Pokud f(2024) > 2,
obsahuje tato mnozina dva riuzné prvky rizné od dvou, coz je spor s jeji zirafovosti, tedy jedinou
pfipustnou hodnotou f(2024) jsou v tomto pfipadé 1 a 2.

Pokud funkce nabyvéa kazdé hodnoty jen v kone¢né mnoha ¢islech, musi naopak nabyvat
nekonecné mnoha hodnot. Uvazime zirafovou mnozinu obsahujici ¢islo 2024 a 2023 po dvou
riznych éisel (raznych i od 2024) s navzajem rtznymi funkénimi hodnotami vétsimi nez f(2024)
i 2024 (to mtzeme pravé proto, ze funkce nabyva libovolné velkych hodnot). Obrazem této
mnoziny bude mnozina obsahujici 2024 ruznych &isel, z nichz vSechny az na f(2024) jsou vétsi
nez 2024, aby tedy byla zirafova, musi platit f(2024) = 2024. To je tedy jedind dalsi mozna
funkéni hodnota.

Pozndmky opravovatela. Uloha také la fesit rozborem p¥ipadt podle hodnot f(1), £(2), f(3)
a matematickou indukci. (Michal Janik)

Uloha C4. Soso ma N > 2 nadob na susienky, ktoré st na zaciatku prazdne. Kazdy deri si
vyberie dve rézne nadoby a do kazdej vlozi jednu susienku. Nasledne kazdy vecer Dzavo zoberie
nadobu s najviacsim poctom susienok a vsetky ich zje. Ak tento proces pokracuje donekonecna,
aky je maximélny mozny pocet susienok, ktory méze Dzavo za jeden vecer zjest?

Riesenie.

0

Uloha G4. V trojuholniku ABC ozna¢me O stred jeho opisanej kruznice a I stred kruznice
jemu vpisanej. Nech os vonkajsieho uhla pri vrchole A pretina priamku BC' v bode D. Nech I 4
Jje stred pripisanej kruznice trojuholnika ABC' oproti vrcholu A. Nech bod K lezi na priamke
Al tak, ze |AK| = 2|AI| < |IK| . Dokazte, Ze ak je isetka DF priemerom kruznice opisanej
trojuholniku DK 4, tak potom plati |OF| = 3|OI|.

Riesenie. Budeme riesit tlohu v trojuholniku 4 IgI¢c, v ktorom plati,ze A, B, C st pity vysok
z vrcholov I 4, Ig, Ic.Z ¢oho vyplyva,ze I je orthocentrom v tomto trojuholniku. S tymito po-
znatkami prenechévame ako cvicenie pre ¢itatela, Ze zadana tloha je ekvivalentnd nasledovnej
ulohe:
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Lemma. V trojuholniku ABC nech D, E,F si postupne pdty vysok z A,B,C . Nech H a N
st ortocentrom a stredom kruznice opisanej trojuholniku DEF | T je prieseénik priamok EF a
BC' a K je bod na priamke AD taky, 2¢ DK = 2HD. Ak je teda usecka T'S priemerom kruznice
trojuholnika ATK , potom NS =3NH.

Ak je teraz O stredom kruznice opisanej ABC , tak je zname, ze N je stredom OH. My
ukdzeme, ze OH = OS (inymi slovami , bod S definujem ako obraz H podla stredovej simernosti
vzhladom na O a ukézeme, ze LTAS = ZTKS =90°)

Nech X je druhy priese¢nik kruznice trojuholnika ABC a AFHE. Podla vety o poten¢nom
strede v kruznic (AFHE), (ABC),(BFEC) , lezia body A, X, T na priamke .Kedze O lezi na
osi, tak AS || XH a LSAT = 90.

Nech body G a M su postupne tazisko trojuholnika ABC a stred usecky BC. VSimnime
si, ze X, M, H st kolinedrne. To sa d& nahliadnut z toho, Ze obraz H v stredovej simernosti
podla M je bod A, ktory je antipodalny k A na kruznici ABC. Néasledne rovnobezka s BC
vedenend cez bod A pretina kruznicu opisani ABC v bode A’. Taktiez nech H' je obrazom
v osovej sumernosti bodu H podla BC , potom vyuzitim kolinedrnosti a pravych uhlov okolo
bodu X ziskame /H'MT = /XMD = /X AD a teda $tvoruholnik TAM H' je tetivovy, takze
mocnostou bodu D vzhladom ku kruznici opisanej AT M mame s pouzitim par jednoduchych
pozorovani :

DA-DH' = DT-DM,AA’ =2.DM,DK =2-DH' = ADAA ~ ATDK = A'D L TK

Vieme, Ze rovnolahlost so stredom v G zobrazuje kruznicu DEF na ABC potom A’, G, D st
kolinearne a GD L TK. Z toho vyplyva, ze kym HS = 3HG a HK = 3HD , potom GD || SK
a ZSKT = 90, ¢im sme hotovi.

Pozndmky opravovatela. VicSina rieseni riesila tilohu v trojuholniku I 4IgIc, pricom objavili
sa avSak aj analytické rieSenia. (Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha N4. Nech P(x) je polyndém s celo¢iselnymi koeficientmi, ktory ma aspori jeden racionalny
koren. Nech n je kladné celé cislo.

Misko a Zdenék hraji hru. Najprv Misko napiSe n celych éisel (nie nutne réznych) na n
réznych miest na tabuli. Potom méze Zdenék urobit nasledovnti operaciu: vyberie si poziciu, na
ktorej je napisané celé ¢islo a, potom si vyberie int poziciu, na ktorej je napisané celé c¢islo b,
potom na prvej pozicii vymaze a a na jeho miesto napise a + P(b). Po Iubovolnom nezdpornom
pocte vykonanych operacii sa Zdenék méze rozhodnitit ukonéit hru. Ked Zdenék hru ukonéi, jeho
skore sa rovna poctu vyskytu najcastejsieho prvku z pomedzi ¢isel na tabuli.

Néjdite v zavislosti od P(xz) a n maximélne skére (bez ohladu na Miskovu volbu pociato-
énych n disel), ktoré méze Zdenék dosiahnut.

Riesenie.
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