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RieSenie 4. série
Uloha C4. Najdite vsetky neprazdne mnoziny S celych cisel také, ze

VYm,n € S:3m—2n € S.

Riesenie. Ak je v mnozine S jediné ¢islo a, potom mézeme zvolit len m = n = a, ¢im dostaneme
3a — 2a € S, ¢o zjavne plati. VSetky mnoziny S = {a} teda podmienku zo zadania spliiaju.

Zamerajme sa teraz na aspon dvojprvkové mnoziny. Vyberme spomedzi rozdielov dvoch
roznych prvkov S (v abs. hodnote) ten najmensi a ozna¢me ho d. Takyto rozdiel je skutoc¢ne
nejaké konkrétne ¢islo — predstavme si, Ze si najprv zvolime za d lubovolny rozdiel dvoch d&isel z
S, potom sktisame v nejakom poradi vsetky dalsie dvojice a vzdy, ked ndjdeme nejakti s mensim
rozdielom, nastavime d na tGto novid, mensiu hodnotu; kedZe je ale d prirodzené ¢islo, zmensit
ho moézeme len konecéne vela krat, teda od nejakého okamihu uz d nikdy nezmensime, a vtedy
sme uz dosiahli jeho Ziadana hodnotu. (Ak by napr. S mohla obsahovat lubovolné realne &isla,
nemusel by existovat ziadny rozdiel, ktory by bol najmensi — premyslite si, preco.) Niektoré dve
¢isla, ktoré maju rozdiel d, potom vieme zapisat ako a + d, a + 2d.

Ukézeme teraz, Ze mnozina S musi obsahovat vSetky ¢isla tvaru a+ (3k+2)d, kde z € {1,2}
akeZ.

Postupujme matematickou indukciou. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre dané k (pre
k = 0 zjavne plati, lebo hovori len Ze a + d,a + 2d € S), a dosadme postupne do podmienky zo
zadania:

m=a+@Bk+2)d,n=a+ Bk+1)d: a+@Bk+4)d=a+ B(k+1)+1)deS,
m=a+Bk+1)d,n=a+Bk+2)d: a+Bk—1)d=a+ 3(k—-1)+2)de€S,

z ¢oho vieme, ze a + (3k + 4)d aj a + (3k — 1)d tiez patria do S, a mézeme dalej dosadzovat

m=a+@Bk+1)d,n=a+ Bk—1)d: a+@Bk+5)d=a+ B(k+1)+2)deS,
m=a+ Bk+2)d,n=a+ Bk+4)d: a+Bk—2)d=a+ 3(k—1)+1)d e S.

Zistili sme, Ze naSe tvrdenie plati aj pre k + 1 (z ¢oho indukciou od k=0 zistime, ze plati
pre vSetky nezaporné k), aj pre k — 1 (z ¢oho podobne zistime, Ze plati pre vSetky zdporné k),
S teda obsahuje vSetky c¢isla v tomto tvare pre vSetky celé k.

Mnozina vsetkych éisel v tomto tvare skutocéne vyhovuje. Ak si totiz zvolime Tubovolné
m =a+ (3k1 + z1)d, n = a + (3k2 + 22)d, podmienka zo zadania ndm hovori, ze

3m —2n=a+ (9k1 — 6ka + 321 —222)d=a+gd € S

kde 3 1 g, ¢o dokdzeme sporom — ak 3 | g, potom 3 | —2z2, teda 3 | z2, ¢o nie je mozné pre
29 € {1,2}. Cislo a + gd je preto medzi ¢islami, o ktorych sme uz povedali, ze do S patria, a
teda takdto mnozina S nasu podmienku spliuje.

Co ale ak patri do S este nejaké iné ¢islo? Moéze ist len o &islo v tvare a + 3kd, pretoze ku
kazdému ¢islu b vieme néjst k také, ze a + (3k — 2)d < b < a + (3k + 1)d; z minimality d musi
potom platit, ze a + (3k — 1)d < b < a + 3kd, ale kedZe chceme b iné od a + (3k — 1)d, musi
platit dokonca a + 3kd < b < a + 3kd, teda b = a + 3kd. Dosadme teraz

m=a+ Bk+1)d, n=a+3kd: 3m—-2n=a+3k+1)deS,
m=a+Bk-1)4+2)d,n=a+3kd: 3m—-2n=a+3(k—1)d€ S,

z ¢oho zasa matematickou indukciou v oboch smeroch po ¢iselnej osi dokdzeme, ze do S patria
aj vsetky éisla v tvare a + 3kd. O mnozine S teda uz vieme, Ze musi obsahovat vsetky ¢isla
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v tvare a + ld; ziadne dalsie ¢islo uz obsahovat nemoéze, lebo také ¢islo by muselo lezat medzi
dvomi ¢islami a + (I — 1)d a a + ld, ¢o je spor s minimalitou d.
Takato mnozina vyhovuje zadaniu, lebo pre m = a + l1d,n = a + lad plati 3m — 2n =
a+ (3[1 — 2l2)d =a+lIl3d € S.
Zaver: rieSenim st mnoziny
i) §=A{a},
(ii)) S={a+ Bk+2)d; k€ Z;z € {1,2}},
(i) S={a+1d; 1l €Z}.
Pozndmky opravujiceho. Viaceri z vas dokazovali, Ze mnozina S je nekone¢nd, ¢o potom (ne-
prekvapivo) vobec nevyuzili, alebo viac ¢ menej nezvladli dokaz, ze ak do riesenia tvaru (ii)
nejaké cislo pridame, tak musi vzniknat rieSenie tvaru (iii) (k[t¢om k peknému dokazu je zvole-
nie miniméalneho d, za ¢o by ste urcite aspon bod ziskali). Celkovo bolo ale rieseni na plny pocet
bodov celkom v ramci ocakavani. (Jakub ,, Xellos“ Safin a Marta Kossaczka)

Uloha N4. Najdite vsetky také n € N, pre ktoré plati 2n + 7 | n! — 1.

Riesenie. Predpokladajme, Ze 2n + 7 | n! — 1 pre nejaké n. Ak 2n + 7 je zlozené, existuju také
a,b> 2, ze 2n + 7 = ab. Teda

al2n+7|n'—1 = afn! = a>n+1,
analogicky b > n 4+ 1. Dostavame 2n 4+ 7 = ab > (n+1)2, po tprave 6 > n? = 2 > n. Po

odsktsani n = 1 a n = 2 zistime, Ze iba n = 1 vyhovuje.

n+7|n!—1=nl=1 (mod2n+7).

Vyuzitim tohto poznatku a toho, Zze 2n + 7 — a = —a (mod 2n + 7), a Wilsonovej vety, ktora
hovori, ze (p —1)! = —1 (mod p) pre p prvocislo dostavame

—-1=2n+6)!l=n+6)!2n+7—n)2n+7—(n—-1))...2n+7-1) =

=n+6)!(—n)(=(n—1)...(-1) = (=)"0)2n+1)(n+2)...(n+6) =
(-D)*(n+1)(n+2)...(n+6) (mod2n+7).

Po prenasobeni &islom 64 = 26 mame

—64 = (—1)"(2n + 2)(2n + 4)(2n + 6)(2n + 8)(2n + 10)(2n + 12) =
= (~)M=5)(-8)(~1)-1-3-5
=64=(—1)"-225 (mod 2n+7).

Pre parne n mame 0 = 225 — 64 = 161 (mod 2n +7) = 2n + 7 | 161 = 23 - 7 a kedze
dostaneme 2n + 7| 289 = 172 = 2n + 7 = 17 = n = 5. Po dosadeni n = 5 a n = 8 zistime, ze
obe vyhovuju. Zadaniu vyhovuju prave ¢isla 1, 5, 8. (Viktor Lukéacek)

Uloha G4. Oznaéme O stred kruznice opisanej trojuholnika ABC'. Feuerbachova kruznica troj-
uholnika ABC' a kruznica opisand OBC' sa pretinajiu v dvoch bodoch K a L. Dokazte, ze
|XBAL| = |<CAK]|.

Riesenie. Oznacme si stred strany AB ako E, stred strany AC ako F, piatu vysky z vrchola A
na BC ako P, dlzky stran a obsah trojuholnika ABC ako obvykle.
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Uvazujme zloZenie kruznicovej inverzie so stredom v bode A, polomerom r = 1/bc/2 a osovej

stimernosti podla osi <{BAC. Obraz bodu B, ozn. B’, bude zrejme lezat na polpriamke R, a
pre jeho vzdialenost od A bude platit:

7‘2 C

|B/A| = =
|BA| ~ 2

Teda B sa zobrazi na F' a preto sa aj F' zobrazi na B. Analogicky sa C' zobrazi na E a E na C.
Dalej plati, Ze AP a AO st isogonalne (symetrické podla osi uhla, skiste si to dokazat), teda
polpriamka AP sa v tomto zobrazeni zobrazi na polpriamku AO. Dalej plati:

abc be

b
|AP|-|AO| = |AP|- T = |AP| - -2 = 2,
48 2a-|AP] 2

¢ize P sa zobrazi na O a O sa zobrazi na P. Ak to ddme dokopy, kruznica opisand BCO sa
zobrazi na Feuerbachovu kruznicu. Teda ich prieniky, X, Y sa zobrazia na X, Y. Ak by sa X
zobrazilo na X a Y na Y, tak potom by oba museli lezat na osi <BAC, a teda by museli byt
identické, a teda rovnost uhlov zo zadania plati (ak sa nudite, mozte si skusit dokézat, Ze tento
pripad nenastane). Ak sa zobrazi X na Y a naopak, tak je zjavné, ze X a Y su isogonalne, teda
rovnost uhlov zo zadania taktiez plati.

(Filip ,,Hiphop“ Hanzely)

Uloha A4. Majme polyném P(x) s redlnymi koeficientmi spliiujici nasledovni podmienku:
existuje nekonecne vela dvojic celych ¢isel a, b, pre ktoré plati P(a)+ P(b) = 0. Dokézte, ze graf
funkcie y = P(z) je symetricky podla nejakého svojho bodu.
Riesenie. Zrejme graf nulového polynému je symetricky podla nejakého svojho bodu (dokonca
kazdého). A pre iny konstantny polyndm neexistuja celé ¢isla, ze P(z) + P(y) = 0. Predpokla-
dajme, ze P je stupna n > 1.

Nech teda P(z) = anz™+---+ao a an # 0. Je zrejmé, ze P(x)+P(y) =0 < %:) +

0. A tiez graf P(z) je stredovo stimerny prave vtedy, ked ja graf Pa(w)

teda polyném P vydelit a,, a teda odteraz mozeme predpokladatzlan =1.

Dalej vieme, ze keby bol polyném péarneho stuptia, tak existuje X také, ze Vo > X, |z| > X
je P(z) > 0. Potom v8ak existuje iba koneé¢ne vela celych éisel, v ktorych méa P zapornt hodnotu,
a ku kazdému z existuje len konecne vela y takych, ze P(y) = —P(z) (lebo inak by polyném
P(z) — P(z) mal nekoneéne vela koretiov). Preto by bolo len koneéne vela dvojic celych éisel, ze
P(z) + P(y) = 0, ¢o je spor. Preto je n neparne.

P(y)

an

stredovo sumerny. Mézeme
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Oznaéme si d = a"n—_l Teraz sa pozrieme na polyném Q(z) = P(z — d) — jeho graf je len
posunuty graf P. Stadi ndm ukazat, Ze graf Q je simerny, ak existuje nekone¢ne vela dvojic &isel
z,y, % Q(z)+ Qy) =0axz+day+dsi celé.

Vieme, ze

Q)=(x—d)"+an_1(z—d)" 1+ Fao=2" —ndz" ' +a,_ 12" + R(z) = 2" + R(x),

kde R(x) je polyndém stupiia najviac n — 2. Vieme, Ze existuju také K, L, ze Q je na intervaloch
(—o0, K) a (L, c0) rastuci. Na intervale (K, L) je ohranieny, a preto existuju také M, N (M <
K, N > L), ze na intervaloch (—oo, M), resp. (N, 00) st vSetky hodnoty () mensie, resp. vic¢sie
ako Iubovolnéd hodnota @ v bode z intervalu (K, L). A zvolme ich tak, aby Q(M) < 0, Q(N) > 0.
Na intervale (M, N) je len kone¢ne vela ¢isel tvaru z + d, z € Z a z rovnakého dovodu ako na
zaclatku je len konecne dvojic z, y toho tvaru, ze Q(z) + Q(y) = 0. Preto ich je nekonecne
takych, ze x € (—oo, M) ay € (N, 00).

—z + {2d}, kde {2d} oznaluje desatinnt cast. Ak je d =  pre nejaké celé z, tak je to —x + 1.
V kazdom pripade to je —x + e, kde e je konstanta. Potom sa pozrieme na polyném

Q)+ Q(—xz+e)=2"+R(x)+(—xz+e)" + R(—x —¢) = nex™ ! 4 S(x),

kde S(z) je stupna najviac n — 2 (lebo R(z) je stupna najviac n — 2). Preto existuje h také, ze
pre < h bude hodnota toho polynému kladna (je parneho stupnia). Teda pre z < h ay > —x
(a stale y > N) bude platit Q(z) + Q(y) > Q(z) + Q(—z + €) > 0, a teda mame spor.
Obdobne ak —y > x, rovnako zistime, Ze existuje H, ze prey > H a —y > z (a stdley > N)
bude platit Q(z) + Q(y) > Q(—y — f) + Q(y) > 0. No teraz vidno, Ze je len koneény pocet
takych dvojic z, y, ze |z| # |y|. Preto je ich nekoneéne takych, ze x = —y (pre x = y také nie
st na spominanych intervaloch). Preto polyném Q(z) + Q(—x) m4 nekoneéne vela korefiov a je
nulovy. Teda @ je neparny a symetricky podla bodu [0, 0]. (Martin ,,Vodka“ Vodicka)



