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ResSeni 1. série

Uloha N1. Existuje nekonecnd posloupnost prirozenych éisel a1, az, ... takova, ze a; a aj jsou
nesoudélng pravé kdyz |i — j| =17

Reseni.
Ozna¢me {r;} posloupnost vSech prvocisel sefazenych vzestupné podle velikosti. Potom
definujme {p;} a {¢;} takové posloupnosti prvocisel, ze p; = r2; a ¢ = 72,—1 pro ¢ € N.

Tedy prvnimi nékolika ¢leny {p;} jsou 3,7,13,..., prvnimi nékolika ¢leny {g¢;} jsou 2,5,11,....
Ukéazeme, ze vyhovuje posloupnost {a;} vyjadfena vzorce

0 — A Pigi [I,=ipk  proisuda
Digi - 1—[2;21 ak pro ¢ licha

Nyni chceme dokéazat, Ze nesoudélné jsou pravé ty cleny a;,aj, pro néz |i — j| = 1. Dulezité
je uvédomit si, Ze soudélnost (a nesoudélnost) je ,vzadjemnad“, neboli Ze x je soudélné s y praveé
tehdy, kdyz y je soudélné s x. To znamena, Ze staci pro kazdé i dokazat, Zze a; je soudélné se
vSemi a; pro j <i—2 a a; je nesoudélné s a; 1.

Pokud je i sudé, a 1 < j <1i—2, plati, ze p; | a; a zaroven p; | a;, tedy a;, a; jsou soudélna.

Jediné [, pro néz plati p; | a;i—1 jel =i —1 (i — 1 je liché). Ale p;_1 { a; (a; je délitelné
vSemi p; pro 1 <1 < i kromé [ =i—1). Tedy z4dné p; nedéli zéroven a; a a;—1. Obdobné jediné
g1 pro néz q; | a; je gi, ale nejvétsim indexem [ takovym, ze q; | a;—1 je i — 1 < ¢, tedy ani zadné
q; nedéli zaroven a; a a;—1. Protoze se v rozkladu a; a a;_—1 nachéazeji pouze prvocisla p; a ¢,
jsou ¢leny a; a a;—1 nesoudélné.

Pro i liché dokazeme, ze posloupnost spliuje pozadované vlastnosti, analogicky, a proto je
nase {a;} vyhovujici posloupnost.
Poznamky opravujicitho. Pokud se tloha pté, zda existuje néjakd posloupnost, ktera spliuje
né&jaké podminky (a opravdu takova existuje), tak by se feSeni mélo skladat ze dvou ¢4asti: jednak
z konstrukce posloupnosti a jednak z dikazu, ze posloupnost zadané podminky opravdu spliuje.
Neéktera feseni obé dvé casti spojila do jedné, pripadné tu druhou odbyla tim, Ze je to zrejmeé ze
zdpisu. Protoze uloha byla jednoducha, tak jsme za to strhévali jeden az dva body podle toho,
kolik dalsich nejasnosti se v feseni vyskytlo.

Pti feseni tloh s nekoneéné velkymi mnozinami (posloupnostmi, ...) je pot¥eba si dévat
pozor, zda je posloupnost, jiz vytvarite, opravdu nekonec¢nd, anebo jen libovolné dlouha. Bohuzel
nam prislo nékolik feseni, kterd posloupnost konstruovala néasledujici indukci:

1. Vyhovujici posloupnost délky 1 existuje: a; = 1.

2. Mgjme vyhovujici posloupnost {a;}? ; o n ¢lenech a necht p1,p2,...,pn—1 je n — 1 riz-
nych prvocisel vétsich nez nejvétsi €len a;. Potom je vyhovujici i (n+1)-¢lenna posloupnost
P11,y Pn—1Gn—1,0n, [} Di-

Tim jsme ovSem pouze dokazali, Ze existuje libovolné dlouhd vyhovujici posloupnost, nikoli vsak
nekonecna. Predstavme si, jak by vypadal ¢len a; ,,po nekonecné krocich“: byl by soucinem
nekone¢né mnoha prvocisel, tedy by to nebylo pfirozené ¢islo.

Mozna uchopitelnéjsi priklad je nasledujici: Existuje libovolné dlouha posloupnost za sebou
jdoucich slozenych ¢isel (je ji posloupnost n! 4+ 2,n! 4+ 3,...,n! + n pro dostatecné velké n),
ale zfejmé neexistuje nekoneéné dlouhd posloupnost za sebou jdoucich slozenych ¢&isel (to by
znamenalo, Ze prvoéisel je jen koneéné mnoho).

(Matéj Konec¢ny & David Hruska)

1Symbolu H;;:Ql pr se nedéste, je to jen zkraceny zapis pro soucin pi -p2----- pi—g. Prazdny
soucin definujeme jako 1.
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Uloha Al. Patrik nasel kladné realn4 ¢isla ai,ag, ..., an. Ukazte, Ze mize vybrat ¢islaxy,...,Tn
z mnoziny {—1, 1} tak, aby platilo

n n 2
E xiaf > E T;a; .
i=1 i=1

Reseni. (Podle Pavla Zatka)

Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze mizeme predpokladat, ze a1 > ag > -+ >
an. Ukdzeme, Ze volba x; = 1 pro lichd ¢ a ©; = —1 pro sudé i spliiuje zadané podminky. Pro
n = 1 mame ukazat a% > a%, coz zjevné plati. Déale necht n > 1.

Piedpokladejme nejprve, ze n je liché. Necht s1 je soucet vSech a;a;, kde i < j a kde i a j
maji stejnou paritu, a necht sz je soucet vsech a;aj, kde i < j a kde ¢ a j maji raznou paritu.
Chceme ukazat, ze plati

a?—aj+ - +ad > (a1 —az+--+an)? =al+a3+ - +a + 251 — 250,
coz muzeme upravit na s; < sg — (a% + az + -+ ai—l) a to lze upravit na
az(ar —a2) +as(ar —az+az —asa)+---+an(ar —a2+... —an—1) <

<az(a1 —a2) tas(ar —az +ag —as) +---+an—1(a1 —az+... —an-1),
neboli
(a2—a3)(a1—a2)+(as—as)((a1—a2)+(az—aq))+ - -+(an—1—an)((a1—a2)+: - -+(an—2—an—1)) >0,

coz je zjevné pravda, protoze vyraz v kazdé zavorce je nezadporny (protoZze a; > a;+1). Protoze
jsme postupovali ekvivalentné, dokazali jsme tim, Ze naSe volba x; skutecné vyhovuje.

Nyni pro sudd n je to ovSem jednoduché. Pro (n + 1)-tici a1,asz,...,an,0 jsme totiz jiz
ukézali, ze tvrzeni plati. OvSem potom a2 —a2 + ... —a2 =a? —a2 +...— a2 + 02 > (a1 —
az+...—an+0)2 = (a1 —az+...— an)?, coz je presné to, co jsme chtéli ukazat.

Pozndmky opravujiciho. Uloha nebyla obtizna, takze krom nékolika FeSeni, ktera fesila $patnou
ulohu, byla skoro vSechna spravné. Po spravné volbé z; (na kterou se dalo pfijit zkoumanim
malych n) vétsina fesitelt postupovala indukci, ktera téz vedla k cili. ReSeni uvedené ve vzordku
jsem vybral proto, Ze bylo nejjednodussi a ze (na rozdil od jinych) ukazovalo, ze podminka a; > 0
ve skutecnosti neni viibec potfeba. (Rado Svarc & Stépéan Simsa)

Uloha C1. Ctverec Jje roziezan na trojuhelniky tak, ze zadné tii vrcholy téchto trojuhelniki
nelezi na piimce. Pro kazdy vrchol véetné puvodnich vrcholi ¢tverce seCteme z néj vychazejici
usecky (strany trojuhelniki). Mohou byt vSechna tato ¢isla suda?

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze takové rozdéleni ¢tverce na trojihelniky existuje. Budeme
chapat body jako vrcholy a tsecky jako hrany nakresleni néjakého grafu. Ukazeme, ze je mozné
obarvit stény tohoto grafu (vetné& vnéjsi stény) dvéma barvami tak, aby stejné barevné stény
nesousedily hranou. Nejprve si ale rozmyslime, jak z toho plyne spor: Barvu vnégjsi stény (mimo
&tverec) nazvéme bil4, tu druhou nazveme Cernd. Dale oznac¢me e pocet hran, b pocet bilych
trojuhelnikd a ¢ pocet Cernych trojuhelnikid. Kazda hrana je hranou pravé jednoho cerného
trojahelniku a kazda hrana kromé c¢tyf hran Ctverce je hranou jednoho bilého trojthelniku.
Proto e = 3¢, e — 4 = 3b. Z toho 3c = 3b + 4, coz je spor, protoze leva strana je délitelna tfemi
zatimco prava ne.

Zbyva ukazat, pro¢ toto obarveni stén existuje. K tomu napfed provedeme nékolik obecnych
grafovych tvah: Uvazme obecny graf a v kazdé jeho komponenté si vyberme jeden ,startovni
vrchol. Pak mtzeme definovat obarveni vrcholii dvéma barvami tak, Ze se podivame vzdy na

2



5.ro¢nik, 2015 /2016 Mezinarodni korespondedni seminar :KS

sled (navazujici posloupnost hran) od startovniho vrcholu do vrcholu V' a vrcholu V' ddme barvu
podle toho, zda je tato cesta sudé nebo liché délky. Toto obarveni zfejmé spliuje, Ze vrcholy
spojené hranou maji riznou barvu, ale neni jasné, jestli je dobfe definované — jestli se nemuze
stat, ze by do néjakého vrcholu V' vedl jak sled sudé tak liché délky. V opa¢ném pripadé mame
v grafu sled, ktery za¢ind a kon¢i na stejném misté, a mé lichou délku (zatim se mohou hrany i
vrcholy opakovat).

Ukéazeme, Ze existuje i lichd kruznice (zac¢ind a konéi na stejném misté, a vrcholy se ji
neopakuji). Provedeme prochézku po tomto sledu a kdykoli se octneme ve vrcholu V, ve kterém
jsme uz byli, mohou nastat dvé moznosti: Bud jsme od posledni navstévy V prosli lichy pocet
hran — pak méame lichou kruznici, nebo jsme usli sudy pocet hran — pak zapomeneme celou cestu
od V do V a pokrac¢ujeme s tim, ze jsme stéile kazdy vrchol navstivili jen jednou. Pfinejmensim
na konci ziskame lichou kruznici z celé cesty.

Dale predpokladame, ze graf, kterému barvime vrcholy méame nakresleny v roviné a je sou-
visly. Ukazeme, ze pokud mu nelze obarvit vrcholy dvéma barvami, existuje dokonce jedna sténa
s lichym poc¢tem hran. Vime jiz, Ze existuje lichd kruznice — uvazme takovou, kterd mé uvnit¥
sebe co nejmensi pocet stén. Kdyby tato sténa nebyla jen jedna, vedla by z okraje kruznice
dovnit¥ néjaka hrana a nésledné celd cesta délky k rozdélujici kruznici na dvé (pokud pfiddme i
tuto cestu). Jejich délky oznaéime a, b — obé musi byt z pfedpokladu minimality sudé. Ale pak
délka puvodni kruznice je a + b — 2k, coz je taky sudé — spor.

Nyni jiz mame veskery aparat na dokazani obarvitelnosti stén grafu ze zadani dvéma

barvami. Sestrojime dualni nakresleni duélniho multigrafu — stény dudlniho grafu budou vr-
choly puvodniho a obracené. Dudlni multigraf je zjevné souvisly a kazdéa jeho sténa mé sudy
pocet hran (jen prelozené, ze z kazdého vrcholu pivodniho grafu vychézi sudy pocet hran) a
proto na zadkladé ukdzaného pomocného tvrzeni lze obarvit vrcholy dudlniho multigrafu (¢ili
stény puvodniho grafu) dvéma barvami, aby vrcholy stejné barvy nesousedily.
Poznamky opravujictho. Klicova Cast feseni je prvni odstavec, zbytek jsou viceméné znamé
technikalie. Podle toho jsem taky odvijel hodnoceni a i za absenci dikazu existence obarveni
jsem udélil 5 bodt. Ve vzorovém feSeni jsem se snazil tuto technickou ¢ast vystavét pokud mozno
robustné a netrikoveé, fesitelé si s ni poradili vSelijak. Pavel Turek pouzil taktéz lichou kruznici,
ale namisto zuzovani na jednu sténu vyuzil princip sudosti v grafu (soucet stupnu je sudé éislo).
Filip Bialas na druhou stranu trikové vytasil neprotinajici se uzavieny Eulerovsky tah — z toho
pak hned vzeslo obarveni stén na vnitfek a vnéjsek tohoto tahu.

(Mirek Olsék)

Uloha G1. V nerovnostranném trojihelniku ABC ozna¢me stred kruznice opsané, stred kruz-
nice vepsané a kruznici vepsanou postupné O, I a k. Necht't je tecna ke k rovnobéznd se stranou
BC, ktera neobsahuje BC. Body D a R lezici na t maji tu vlastnost, ze D lezi na OI a RI je
kolmé na OI. Ukazte, ze ¢tyiahelnik RADO je tétivovy.

Reseni. Zac¢neme zadefinovanim si nékolika bodi. Nechf M je stied BC, S je A-Svrékiv botﬂ
X aY jsoudotyky kst as BC, Z je dotyk kruznice A-pripsané se stranou BC' a T je prusecik
AX s OM.

Nejprve si uvédomme, ze z ¢ || BC plyne, ze X, I a Y lezi na jedné pfimce, protoze X1 je
kolmé k ¢t a YT je kolmé k BC, z éehoz plyne, ze jsou XI || IY, takze musi splyvat. Déle plati,
ze O, M i S lezi na ose strany BC, takze lezi na jedné piimce, kterd je kolma k BC a k t a
tudiz i rovnobézna s primkou, na které lezi X, I a Y. Déle, kladna stejnolehlost, ktera prevadi
k na kruznici A-pfipsanou ma urcité stfed v A a prevadi X na Z, takze A, X a Z lezi na jedné
piimce. Dale je znamé, ze BY = ABHBC=CA — 07 takie z BM = CM dostévéme, ze plati

2Tak se nazyva ten prusecik osy uhlu u A a kruznice opsané AABC, ktery je riizny od A.
Jeho dobra vlastnost je, ze zaroven lezi i na ose strany BC'.
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Y M = ZM. Pokud toto spojime s faktem, ze XY || MT, dostavame, ze MT je stfedni pricka v
AXY Z, takze T je stied X Z. Pokud toto spojime s faktem, ze I je stted XY, dostavame, Ze
IT | t.

Nyni, pokud O € ¢, pak O splyva s D a o¢ividné jsme hotovi. Takze necht O nelezi na
t. Ukdzeme, Ze vlastné chceme ukdzat RA = RI. Plati (pouzivdme orientované thly, abychom
nemuseli rozebirat rizné pozice bodi), ze Z(RD,DO) = Z(XD,DI) = 90° — Z(DI,XI) =
Z(ID,IR) + Z(XI,ID) = £(XI,RI) = Z(AI,RI) + £(XI,AI) = Z(AI,RI) + Z(OS, AS) =
Z(AI,RI) + Z(AS, AO) = (L(AI,RI) — Z(AR, AI)) + Z(RA, AO) (vyuzili jsme, ze IX L t,
ze OI L IR, ze XI || OS a ze OS = OA (protoze S a A lezi na kruznici se stfedem v O).
Protoze vlastné chceme ukézat, ze Z(RA, AO) = Z(RD, DO), pfeméni se nam toto na dikaz
Z(RA, AI) = L(IA, RI), neboli RI = RA.

Necht K je prusecik kruznice opsané AOAI s osou usecky AS, ktery je rizny od O a
necht R’ je takovy bod na AK, %e AR’ = IR'. O¢ividné pokud ukdZeme R = R’, budeme mit
hotovo. Nejprve ukazeme, ze OI L IR’. Inu, protoze OK je osa AS, je OK L IS. Takze plati
Z(OI,IR") = Z(OI, TA)+Z(AI,IR') = Z(OK, KA)+/(KA, Al) = Z(OK, AI) = 90°, kde jsme
v druhé rovnosti vyuzili obvodové thly a AR’ = TR’ a v posledni rovnosti fakt, ze OK 1 Al.
Nyni jesté ukazat, ze R’ € t, takZe necht ¢’ je kolmice na OS prochéazejici R’. Nejprve ukazeme,
e KI L OS. Plati Z(KO,OI) = Z(KA,AI) = 90° — /(KO, KA) = 90° — Z(KS, KO), takze
OI 1 KS. Navic OK L SI, takze I je ortocentrum AKOS, takze KI 1 OS. Protoze ovSem
IT 1L OS, lezi K, I a T na jedné pfimce. Nyni necht X’ je pata kolmice z I na t’. Plati KT L
0S8 L R'X', takie KT | R'X'. Dale Z(AI,IR') = Z(AR',Al) = Z(AK, AS) = Z(AS, KS),
takze IR’ || SK. A protoze R'X’ || KT, IX' L R'X’' a ST L KT, je IX' || ST. Takze mame
KT || R'X', IR || SK a IX' | ST, takze AIX'R' a ASTK jsou stejnolehlé. Proto, se KR/,
ST a TX' musi protinat v jednom bodé. A protoze KR’ a SI se protinaji v A, znamena to, Ze
A, X" a T lezi na pfimce. OvSem (protoze RX' || IT) plati, ze X'IT L IT, takze X’ je bod na
AT takovy, ze X'I L IT, neboli X’I L t. OvSem tento bod je X! Takze X’ = X. Protoze t’ je
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piimka skrz X rovnobéZna s t, je t’ = t, takZe R’ je prisecik t a kolmice z I na OI, coZ je pravé
bod R. Tim jsme ukézali, Ze R = R’ a jsme hotovi.

t

,Pokroéily“ zpusob, jak ukadzat RI = RA: Necht G je obraz R podle I. Protoze toto
zobrazeni pievadi t na BC, lezi G na BC. Necht E a F jsou B-Svrékiv bod a C-Svréktv bod. Z
OI 1 RG plyne, ze I je stfed tétivy urcené primkou RG. Protoze BE a C'F prochéazeji I, plyne
diky tomu z Butterfly theoremEI, %e EF protind RG v takovém bodé R, e IR" = IG. OvSem
protoze IR = IG, je R = R, takze R, E a F lezi na pfimce. Ovsem /ETA = 180° — /BIA =
ZIAB + ZABI = ZIAC + ZCBE = ZIAC + LCAE = /IAE, takie EA = EI. Analogicky
FA = FI, takze EF je osa useCky Al a protoze R na ni lezi, plati i RA = RI, takze jsme
hotovi.

Pozndmky opravujictho. Ulohu nikdo nevyiesil. Jednalo se sice o tézkou tulohu, ale jak je vidét
ze vzoraku, nepotfebovala zadné triky ani pokrocilé techniky, ackoliv Butterfly theorem se mohl
hodit. Pro postup bez tohoto kanénu bylo potfeba uvédomit si dilezitost bodd 7" a K. Na
vyznamnou ulohu 7" se dalo pfijit zkoumanim pfipadu, kdy OI || t. Pokud ¢lovék predpokladal,
ze tvrzeni plati, zkoumanim této konfigurace mohl pfijit na to, ze K ,asi bude né&jak dulezité“.

(Rado Svarc)

3Viz napf. http://en.wikipedia.org/wiki/Butterfly_theorem
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