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Reseni 5. série

Uloha G5. Je dén trojihelnik ABC a bod D na jeho strané AB. Body K a L lezi uvniti ABC
tak, ze B, C, K a L lezi na kruznici a zarovenl |[<BCK| = |<AKD| a |<BCL| = |<ALD|.
Dokazte, ze |AK| = |AL|.

Reseni. Oznaéme X prisecik ptimky AB a kruznice opsané BC K L. Uvazujme thly orientované
modulo 180°. Potom plati ZAKD = /KCB = /KXB = ZKXD. Tudiz AK je tetna ke
kruznici opsané DK X. Z mocnosti A k této kruznici plati |[AK|? = |AD| - |AX|. Obdobné
dokazeme, ze |AL|? = |AD| - |AX|. Protoze délky jsou kladné, plati

|AK| = V/|AD| - [AX| = |AL|,

presné jak jsme chtéli.

Pozndmky opravujictho.  Alternativni feSeni vyuziva pruseciki AK a AL s kruznici opsanou
BCKL a stejnolehlosti se stfedem v A zobrazujici D na B. (Magdaléna Misnova)

Uloha AS5. Najdéte vSechny polynomy P(x) s realnymi koeficienty takové, Ze pro libovolnd
realnd ¢isla a, b, ¢ splitujici a+ b+ ¢ = 0 lezi body [a, P(a)], [b, P(b)] a [c, P(c)] na jedné piimce.

Reseni.
Body [a, P(a)], [b, P(b)] a [c, P(c)] lezi na pFimce, pravé kdyz

Pa) - P(b) _ P(b) — P(e)

a—b b—c
Vsimnéme si, ze pokud tuto podminku spliiuji polynomy Pi(z) a P2(z), pak ji spliiuje i
polynom aP;(x) + BP2(x) pro vSechna redlna &isla o, 5. Zfejmé ji spliiuji polynomy P(z) =1
a P(z) = z, s vyuzitim a + b + ¢ = 0 mizeme ovéfit, ze i P(z) = x°, protoze nasledujici je
ekvivalentni:

a37b3 b3703

a—b - b—c

a2+ab+b2:b2+bc+02,
a(a+b) =c(b+c),

—ac = —ca,

)

coz plati. Vyhovuji tedy vSechny polynomy tvaru P(z) = Az3 + Bz + C pro realna &isla A, B,
C.

Pokud podminku spliiuje P(z), spliiuje ji i P(z) — P(0). Konstantni ¢len P(x) — P(0) je 0,
takze mizeme bez Ujmy na obecnosti piedpokladat P(0) =0

Nejprve dokazme, Ze P(x) ma nulovy koeficient 2% uvazovanim parity. Podminka plati pro

vSechna a, b, c € R, takze muzeme dosadit a = z, b = 0, ¢ = —x pro libovolné x € R.
P(z) — P(0) _ P(0) — P(—x)
z—0 0= (-z)
P(z) = —P(z)

Kazdy vyhovujici polynom s nulovym absolutnim ¢lenem je tedy lichou funkei. P(z) je lichou
funkci pravé kdyz méa vsechny koeficienty u sudych mocnin z nulové, takze specidlné koeficient
z?2 je nulovy, je tedy nulovy i ve vyhovujicich polynomech s nenulovym absolutnim ¢lenem.
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Dale omezme stupen polynomu dosazenim a = 2z, b = x a ¢ = —3z, opét pro libovolné
z € R.
P(2z) — P(x) _ P(z) — P(—3z)
2 —x T z—(=3z)
P(2x) — P(z)  P(x)+ P(3x)
T B 4x

4P(2z) — 4P(z) = P(z) + P(3x),
4P(2z) — 5P(x) = P(3x)

Stupen polynomu P(z) ozna¢me n a koeficient ™ v P(x) oznacme r. Vyrazy 4P(2z) — 5P(x)
i P(3z) jsou polynomy v z, takze aby se rovnaly, musi se rovnat i koeficienty ¢lent s z". Plati
tedy

4r - 2" —5r =1 - 3™,

n
203
2n 2
n 4
1
) (2) o8 ys B
2 2 16 2n

Stupenn polynomu P(z) s nulovym absolutnim élenem je nejvyse 3, takze stupenn vSech
vyhovujicich P(z) je také nejvyse 3. Vyhovuji tedy pravé ty polynomy, které lze zapsat jako
tvaru P(z) = Ax> + Bz + C pro redlna &isla A, B, C.

Pozndmky opravujictho. Uloha (zejména omezeni stupné) méla mnoho zpusobu FeSeni: vhod-
nou volbu a, b, ¢ podobné jako v uvedeném FeSeni nebo variaci na x+1, —x, —1, pfimé uvazovanim
polynomit ve dvou proménnych, derivovanim P(z) nebo napiiklad poéitani prisecikii s pfim-
kami y = k. Velka vétsina resiteld né€jakou z téchto cest drive ¢i pozdéji dospéla ke spravnému
FeSeni. (Tom4as Flidr)

Pokud n > 4,

Uloha C5. Michal a Vasek spolu jeli na vylet a pii nastupu do kilometr dlouhého VIakLEl si
zavolali:

e Michal: ,, Ahoj Vasku, zrovna jsem nastoupil do vlaku.“

e Vasek: , No, ja taky, a kde jsi?“

e Michal: , No, tady, a kde jsi ty? Spis vepredu, nebo vzadu?“
e Vasek: ,To ja si nepamatuju, a ty?“

e Michal: ,,No, ja vlastné taky ne...*

e Vasek: , Jak se ted najdeme?“

Michal a Vasek u sebe kazdy maji i1KS-hodinky, které ukazuji, kolik metru kazdy z nich usel,
a s jejichz pomoci si spolu mohou po celou dobu svého pobytu ve vlaku volat. Oba vi, kterym
smérem je predek vlaku, ale maji mizerny zrak, sluch a vlastné vSechny smysly, takZze pouze
dovedou poznat, kdyz vrazi jeden do druhého nebo do konce vlaku. Naleznéte nejmensi realné
c¢islo x takové, Ze se dovedou najit a ujit pfi tom v souctu nejvySe x metru, nezavisle na tom,
kde do vlaku nastoupili.

1Vlak je jednorozmérny, mizeme si ho piedstavit jako kilometr dlouhou tsecku.
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Resend.

Ukézeme, ze x = 1500.

Najskor ukazeme, ako maja Michal a Vasek postupovat, aby dokopy presli najviac 1500
metrov. Najskor Michal prejde najviac 500 metrov dopredu. Ak pocas toho narazi na Vaska,
dosiahol svoj ciel. Ak narazi na predny koniec vlaku, oto¢i sa a pojde opa¢nym smerom. Na Vaska
narazi najneskor po 1000 metroch (dlzka vlaku), takze dokopy prejde najviac 1500 metrov, Vasek
sa nehybe.

Ak Michal prejde 500 metrov a ni¢ sa nestane, tak sa teraz nachddza niekde v prvej po-
lovici vlaku (v prvych 500 metroch). Vasek sa teraz za¢ne hybat smerom dopredu. Ak sa na
zaciatku nachadzal za Michalom, po najviac 1000 metroch na Michala narazi a celkova prejdena
vzdialenost je tak najviac 1500 metrov.

Ak sa Vasek nachadzal pred Michalom, Michal nanho nenarazil, a tak sa nachadza stale
pred nim. To znamend, Ze po najviac 500 metroch narazi na predny koniec vlaku. V takom
pripade sa oto¢i a po najviac 500 metroch musi stretnat Michala, ktory sa nachadza niekde v
prvej polovici vlaku. Teda dokopy presli znovu najviac 1500 metrov.

Teraz ukaZeme, Ze prejdenie menej ako 1500 metrov im nevie zarucit, Ze sa stretnti. Pred-
stavme si, Ze sme nepriatel Michala a Vaska, ktory im pocas toho, ako sa hybu po vlaku, hovori,
kedy a do ¢oho narazili. Samozrejme, musi to hovorit tak, aby existovali nejaké ich pociato¢né
pozicie, ktoré su s jeho informéaciami konzistentné. Ak by naozaj zacinali Michal a Vasek na
tychto poziciach, situdcia by vyzerala aplne rovnako.

Nech € > 0 je malé redlne &islo. Kym useky (Casti vlaku), ktoré Michal a Vasek presli,
dokopy nemaju viac ako 1000 — 3e metrov, budeme im hovorit, Ze do ni¢oho a nikoho nenarazili.
Ked tto hranicu prekonaji, oznac¢ime z velkost tseku, v ktorom sa pohyboval Michal, m jeho
aktualnu relativnu poziciu voéi zadiatku tohto tseku, y velkost tseku, v ktorom sa pohyboval
Vasek a v jeho aktudlnu relativnu poziciu voci zaciatku tseku. Plati 4+ y = 1000 — 3e.

Ak teraz x — m + v > 500 — %6 (z — m 4 v je dlzka Michalovho tiseku napravo od neho
plus dlzka Vaskovho nalavo od neho), tak nepriatel umiestni tseky do vlaku tak, ze najskor
bude ¢ metrov, po ktorych nikto nepresiel, potom bude Michalov usek dlhy z, dalej € volnych
metrov, Vaskov tsek dlhy y a volny usek dlhy e. Momentalne sa chlapci od seba nachadzaja
x—m-+v+e > 500 — § metrov, takze aspon takito vzdialenost musia este prejst, aby sa stretli.

Ak y —v+m > 500 — %5 (y — v + z je dlzka Vaskovho tiseku napravo od neho plus dlzka
Michalovho nalavo od neho), tak nepriatel umiestni tseky rovnako s tym rozdielom, Ze najprv
umiestni Vaskov (y) a az potom Michalov (z). Chlapci st od seba este vzdialeni y —v+m+¢e >

500 — % metrov.

Takto rozmiestnené tseky su disjunktné a nedotykaju sa ziadneho konca vlaku, takze od-
povede nepriatela o tom, ze Michal s Vaskom do ni¢oho nenarazili, s konzistentné.

Jedno z ¢isel z — m + v, y — v + m musi byt aspon 500 — %5, pretoze ich sucet je dlzka
Michalovho plus dizka Vaskovho tiseku (dokopy sme pre kazdy tsek séitali dizku casti nalavo a
napravo od Michala, resp. Vaska): z + y = 1000 — 3e.

Nepriatel vie teda navolit ich pozicie tak, aby presli asponn 1000 — 3¢ + 500 — £ = 1500 — %5
metrov, ¢o vie byt Iubovolne blizko 1500 pre dostato¢ne mali hodnotu e.

Poznamky opravujictho. VacSina rieSeni spravne ukéazala, ako sa vedia Michal s Vaskom stret-
nut tak, aby presli najviac 1500 metrov. Druhd cast (Ze tolko naozaj treba prejst) uz bola
narocénejsia. Niektoré riesenia postupovali podobne ako je popisané vyssie, objavili sa aj geo-
metrické riesenia, ktoré si polohu Michala a Vaska reprezentovali ako bod v Stvorci so stranou
dlhou 1 a ich stratégiu (pohyb) ako krivku v $tvorci. Niekolko rieSeni sa snazilo rozoberat pri-
pady podla toho, ktory z chlapcov sa hybe ktorym smerom a dokedy, tie vSak zvi¢Sa neboli
korektné, pretoze nedokézali zaruéit, ze pokryju vSetky mozné stratégie. (Michal Stanik)
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Uloha N5. Je déna (2n2 — 3n + 2)-prvkova mnozina M pfirozenych &isel. Dokazte, #e miizeme
zvolit n-prvkovou podmnozinu A C M takovou, ze plati: kdykoliv dostaneme piirozené k splnu-
jici 2 < k < n alibovolng x1,...,z € A (ne nutné riznd), pak x1 + z2 + - -+ xp ¢ A.

Reseni. (podle Michala Janika)

Mnozinu vyhovujici podmince pro A ze zadani nazveme bezsouctovou. Jako prvni krok si
vS§imneme, Ze pro libovolné k je mnozina {k,k + 1,...,2k — 1} bezsou¢tova, nebot nejmensi
soucet, kterého muzeme dosdhnout, je 2k. Také kdyz libovolnou bezsouctovou mnozinu vynaso-
bime né&jakym nenulovym ¢islem, dostaneme opét bezsou¢tovou mnozinu. A nakonec, pokud je
mnozina bezsouctova modulo néjaké prvocislo, je jisté bezsouctova i bez modula.

Zakladni myslenka dikiazu je najit néjaké vhodné velké prvoéislo p, vybrat diky pozoro-
vanim vyse mezi zbytky po déleni p nékolik bezsouctovych mnozin a z Dirichletova principu
ukézat, ze alespon v jedné této mnoziné je n prvka M.

Podle Dirichletovy véty existuje nekoneéné mnoho prvoéisel tvaru (2n— 1)k — (n — 1), nebot
2n — 1 a n — 1 jsou nesoudélnd ¢isla. Muzeme proto vybrat p v tomto tvaru, aby bylo vétsi nez
vSechny prvky M a aby k bylo alespon n.

Ukazeme, ze mnozina {k, k+1,...,2k—1} je bezsou¢tova i modulo p. Ozna¢me tuto mnozinu
K. Jediny problém by mohl byt, kdyby néktery soucet byl vétsi nez p a modulenim by se z néj
stal néktery z prvki K. Staci tedy ukézat, ze vSechny soucty jsou mensi nez p + k. Nejveétsi
soucet, ktery muzeme ziskat, je

n(2k—1)=2nk—n<2nk—n+1=p+k.

Nyni budeme nésobit K vSemi nenulovymi zbytky po déleni p. Tim dostaneme p — 1 bezsou-
Gtovych mnozin. Ndsobkem mnoziny K budeme oznacovat mnozinu {ik,i(k +1),...,i(2k — 1)}
pro néjaké i. Je zndmo, ze vynasobime-li vSechny nenulové zbytky modulo p jednim z nich, do-
staneme opét vSechny nenulové zbytky modulo p. Podivejme se na to, co se déje s jednim fixnim
prvkem K. Ten bude pfi ndsobeni K prochéazet vSechny mozné zbytky po déleni p, bude tedy
prochéazet i prvky M. Sec¢teme-li tedy pocet prvku M v nasobku mnoziny K pro vSechny tyto
nasobky, dostaneme |M| - k. Nasobkti K je p — 1. Zaroven plati

M-k (2n—1)(n—-1k _ (2n—1)(n— 1)k

= > =n—1.
p—1 2n—1k—n (2n — 1)k "

Tudiz z Dirichletova principu se musi byt v nékterém nasobku K alesponn n prvka M, presné
jak jsme chtéli. Tyto prvky budou tvofit mnozinu A.
Pozndmky opravujictho. Uloha byla dosti obtizna a trikova, coz se projevilo na poétu spravnych
FeSeni. (Magdaléna Misinova)



