Uloha 1. Najdéte viechna prvocisla p, q, r* takovd, Ze pqr = 101(p + q + 1),
nebo p 4+ q +r = 101pqr.

Resend. Nejprve BUNO uvazujme, Ze r je nejvétsi, tak p+qg+r < 3r, ale pgr > 4r,
takze pgr > p +r + q, proto pgr = 101(p + r + q).
Cislo 101 je prvoéislo, proto BUNO r = 101, pak pg = p+q+101 a (p—1)(¢—1) =
102 = 1-102 = 2-51 = 3-34 = 617, takze p a q jsou 2 a 103, proto
{p,q,r} = {2,101,103}.

O

Uloha 2. Na tabuli jsou napsdna ¢isla 19 a 98. KaZdou minutu se kaZdé z cisel,
nezdvisle na druhém, bud 2vétsi o 1, nebo se vyndsobi sebou samym. Mohou byt
na tabuli nékdy stejnd éisla?

Resend. Pied tim, neZ by ¢isla na tabuli byla poprvé shodna, bychom museli
jedno ¢islo umocnit a ke druhému pri¢ist 1. Pfedchozi minutu se tedy jednalo o
disla t a t? — 1.

Ziejmé plati, ze kazdou minutu se obé cisla zvétsi alespon o jedna. Kdy-
bychom se k ¢islu t? — 1 dostali pouhym pfi¢itanim éisla 1 a to k-krat, ¢isla na
za¢atku by méla byt t2—1—k a x < t—k. Jelikoz je prvni ¢islo vétsi, jednalo by se
o Cisla 98 a 19 v tomto poradi, ale pak 2=99+kazr <99+ k—k <99 < 19,
COZ je Spor.

Proto musel byt jeden z krokt, nez jsme se dostali k ¢islu ¢t — 1, nasobeni
samo sebou a feknéme, Ze po poslednim z nich jsme dostali éslo k2. Abychom
se nyni dostali k ¢islu #2 — 1, museli jsme alespon (2t — 2)-krat pricist jednicku
(nejblizsi mensi druhd mocnina), coz ale znamend, ze predtim bylo prvni z ¢isel
maximalné ¢ — (2t — 2) < 19 a to je spor, protoZe ¢isla v kazdém kroku rostou
alespon o jedna. Proto nikdy na tabuli nemohou byt napsana stejna ¢isla. O

Uloha 3. Je ddna kruznice k a jeji 2 priméry AB a CD. Zvolime bod P na k,
pak X a'Y budou potupné paty kolmic z P na AB a CD. Ukazte, Ze délka | XY |
je nezavisld na volbe bodu P.

Resend. S je stfed k. Pak P, X, Y, S jsou body lezici na kruznici / s priimérem
PS, coz je polomér k. thel Z|XSY| = Z|BSD|. Obvodovy thel, ani polomér
kruznice [ nezavisi na volbé P, takze délka |XY| taky nezavisi na volbé P. []

'neboli neuspofadané trojice {p, q,}



Uloha 4. Lze najit étyri prirozend ¢isla takovd, Ze kdyZ pricteme soucin jakijch-
koliv dvou z nich k 2006, dostaneme ctverec?

Resend. Uvazujme, Ze takova ¢isla jsou, podivejme se na problém ve svété mo-
dulo 4. Kazdy ¢tverec je bud 1, nebo 0, ale 2006 je 2. VSechny souciny nalezenych
¢isel musi tedy byt 2, nebo 3. Soucin dvou sudych cisel v tomto svété je 0, takze
alesponl 3 z nich musi byt liché. Liché ¢islo v tomto svété je bud 1, nebo 3, takze
jsou tu alespon 2 stejnd, ale jejich soucin je 1. Vidime tedy, Ze nejsme schopni
nalézt takova 4 cisla. O

Uloha 5. m je prirozené cislo takové, Ze m = 2 (mod 4). Ukazte, Ze existuje
nejvyse jeden rozklad m = ab, kde a, b jsou prirozend cisla splnugici:

O0<a—b<v/5+4v/4m +1

Reseni. Umocnénim, upravenim a odmocnénim druhé nerovnosti:
a+b<v4Am + 1+ 2 z AG-nerovnosti navic: a + b > 2vab = v/4m. S vyuzitim
kongruence ze zadani vidime, ze a a b maji rliznou paritu a 4m neni Ctverec,
takze miZeme nerovnosti prepsat na: vdm +1<a+b < v4dm+ 1+ 2.

Vyraz a+b tedy miize nabyvat 2 po sob€ jdoucich hodnot, s vyuzitim zminéné
parity vime, ze a + b je liché, takze ho mame pevné. zname ab i a 4+ b a vime, ze
a < b, proto existuje nejvyse jeden rozklad m. O



