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ResSeni 1. série

Uloha Al. Dokazte, ze pro kazdé prirozené n existuje souvisly usek prirozenych cisel mensich

nebo rovnych n délky alespon 55 takovy, ze v tomto Useku nelezi Zddny ¢len zadné posloupnosti
ai,az,... spliujici a1 = 3, aa = 4 a pro kazdé n > 2 bud an+1 = 2an, a nebo ap+1 =

3an — 2anp—1.

Reseni. Najprv sa pozrime ak by sme mali postupnost danii b1 = 3 a ba = 4 a rekurentnym
vztahom by 41 = 3bn — 2b,—1. Jednoduchou indukciou sa ukéze, ze by, = 2 + on—1,

Teraz si vSimnime, Ze ak pre nejaky index k plati, Zze arpy1 = 2a; tak potom plati, Ze
3apy1—2ak = 3ak41 — k41 = 2ak41, Cize je jedno ktory z rekurentnych vztahov si v naslednom
kroku vyberieme oba budu viest na to Ze apy2 = 2ak4+1 a teda jednoducho induktivne potom
plati, ze ap4; = 2%ay, kde i je kladné celé ¢&islo. Teda nech m > 2 je prvy index, kde @y 4+1 = 2am
. Z prvého odseku vieme, Ze an;, = 2 4 2™~ ! a nasledne pre z druhého odseku si vieme, Ze
Amti = 2i+1 + 2'L+mfll

Vsimnime si teda, e v postupnosti ¢islo a; bude mat teda vzdy tvar a bude sa rovnat
2! 42¢=1 kdel <i—1 al € N. Vsimnime si, ze minimalna hodnota, ai+1 cez vsetky hodnoty [ je
viac ako maximélna hodnota a; resp. 2! + 27 > 2¢~1 4+ 2¢=1 7 &oho mame,%e mozné hodnoty sa
vramci indexov neprekryvaji. Teda vramci moznych hodnét daného a;, ktoré si mensie ako 27,
existuje usek dlzky aspon (2071 42¢71) — (201 4-2972) — 1 = 22 — 1, kde nemoze byt ziadne
a; v ziadnej postupnosti. Pre n < 8 je fgio] = 1. Staci volit 1-ku ako hladany usek. Pre n > 8.
Najdime k, ze 2 < n < 28+1. Vieme, 7e pre n = 2F existuje usek dlzky 2¥=2 — 1 z minulého
odseku ale to ndm stac¢i tomto pripade, lebo

k+1 9k+1

2
2k=2 1> 9k=3
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(Eliska Macédkova)

Uloha G1. Necht ABC je ostrouhly riznostranny trojihelnik, pro néjz plati |CA| > |CB|.
Uvniti ABC' lezi bod P takovy, ze |<BPC| = 180° — |<BAC|. Pfimky BP a CP protinaji
strany AC a AB postupné v bodech By a C. Stred usecky B1C1 oznac¢ime M a druhy prusecik
kruznic opsanych trojihelnikiim ABC a AB1C1 oznaéime Q. Dokazte, ze |<PQM| = |[<CQB1|.

Resend. Vsimnime si, ze P lezi na kruznici AB1C1. Nech X je priese¢nik priamky PQ a kruznice
ABC. Nésledne sa pozrime na uhol C; PQ v tiom je priamka PBj |antirovnobeznd| s priamkou
AQ ale v rovnakom uhle na ,druhej“ strane je priamka C'X antirovnobezna s AQ. Teda CX a
PB; st rovnobezné analogicky aj BX a PCj. Teda BPCX je rovnobeznik a PQ prechadza cez
stred BC, ktory ozna¢me N. VSimnime si teraz, ze @ je Miquelov.bod AABC a AAB;C1 teda
je stred $pirdlovej podobnosti zobrazujucej B na C' a Bj na C1. Z ¢oho mame, ze AB1QC ~
ABQC1 ~ ANQM, lebo N a M su stredy oba stredy ale tym Ze sme uz ukézali,ze N lezi na
QP tak z uvedenych podobnosti vyplyva dokazované tvrdenie. 0

Uloha N1. Pro pFirozené ¢islo n oznac¢me o(n) soucet vsech kladnych délitela n. Najdéte vSechny
dvojice pFirozenych éisel (m,n), kde m,n > 2, pro které plati

o(m)—1 on)—-1 U(mn)fl.

m—1 n—1 mn — 1

Resend.
a

Zaéneme pozorovanim, ze ak a,b,c,d € N, ze = 7 potom

atc __
b+d —

oo
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https://prase.cz/library/AntirovnobeznostMR/AntirovnobeznostMR.pdf
https://yufeizhao.com/olympiad/cyclic_quad.pdf
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Zo zadania potom

o(mn)—1 m(o(n)—1) a(m)—1
mn—1  m(n—1) m—1
Co nam da, ze
o(mn) = mo(n) + o(m) — m.
Zo symetrie plati obdobny vztah ak vymenime m a n. UkdZeme, Ze ak m alebo n maju aspon
2 rozne prvodinitele tak plati

o(mn) > mo(n) + o(m) —m.

Vsimnime si,ze mo(n) st delitele n vynasobené m teda st zjavne delitele mn a zaroven st vsetky
aspon m, kdezto o(m) — m je stcet delitelov m teda aj mn az na m teda ide o ¢isla mensie ako
m. Z toho vieme vyvodit, Ze vo v8eobecnosti naozaj plati o(mn) > mo(n)+o(m)—m. Stadi teda
najst delitela mn, ktory nie je tvaru md, kde d | m a zaroven nedeli m.Pri¢om to musi platit aj
pri vymene tloh m a n. Teda predpokladajme, Ze n mé asponi dvoch prvocinitelov. Teda nech
p1 a p2 su prvodisla, ¢o delia n.Ak existuje prvocinitel, ¢o nedeli m tak hladany delitel je on.
Teda predpokladajme,ze obe p; a p2 delia m nasledne volme pll)p1 (m)+1. Toto ¢islo zrejme deli
mmn na zéklade predpokladov ale nedeli m ani sa neda zapisat ako md, lebo nie je delitelné ps.
o(z)—1 P

Pre disla tvaru o = pF, kde p je prvoéislo jednoducho zratame, e = - Co zavisi
x—1 p—1

len od p a nie od exponentu. Teda uz lahko vyvodime, Ze jediné riesenia st tvaru (p®,p?), kde
p je prvodislo a «a, 8 prirodzené ¢isla.
0

Uloha C1. V iKSlandii je n mést. Kazda dvé mésta jsou spojena obousmérnou leteckou lin-
kou, ktera je obsluhovana pravé jednou ze tii leteckych spolecnosti. Misko by rad cestoval po
iKSlandii, ale protozZe je chudy student, mize si koupit mésic¢ni listek jen od jedné ze spolec-
nosti. Najdéte nejvétsi prirozené k takové, ze si Misko umi bez ohledu na to, které spoje jsou
obsluhovany kterou spolecnosti, vybrat jednu z nich a pocatecni mésto tak, aby mohl navstivit
alesporn k mést.

Reseni.

Ulohu vyriesime iba pre n = 4k. Zvysok sa dokaze obdobne modulo nejaky technicky detail.
Odpoved je 2k. Mame teda uplny graf K, ktorého hrany st ofarbené tromi farbami. Pozri-
eme sa na pocet vrcholov maximalne stvislého monochromatického podgrafu. Otazkou je néjst
minimum tejto hodnoty, naprie¢ vsetkymi ofarbeniami. Vyuzijeme nasledovné lemma.

Lemma. Nech K n je uplng bipartitnyg graf s castami m a n vrcholov. Jeho hrany si zafarbené
dvoma farbami. Potom ezxistuje spojity podgraf s hranami rovnakej farby s najmenej (m+n)/2
vrcholmi.

Diikaz. Uvazujme podgraf, ktory dostaneme vymazanim menej pocetnej farby. Ukazeme, Ze exis-
tuje hrana ab, ze dega + degb > m;r" z ¢oho vyplyva dokazované tvrdenie. To urobime, tak ze
globéalne sc¢itame vSetky hrany a pouzijeme Dirichleta. Ako zvycajne, ozna¢me V ako mnozinu
vrcholov a E ako mnozinu hran. Mame ), (dega + degb) = >__ oy (deg x)?, pretoZe v prvom
stcte sa kazdy dega podéita dega krat (kedZe a je incidentny s hranami deg a krat). Teraz plati
Seev(degz)? =3, c a(dega)? + >, p(degh)? a podla nerovnosti medzi kvadratickym pri-
(ZagA deg a)2 + (ZbeB deg b)z
m n

emerom a aritmetickym priemerom je to aspon

. Stcty v oboch
citateloch sa rovnaji poctu hran ( lebo graf je bipartitny), ¢o je e > 5%, takze celkovo méme

2
wz”) ako dolnt hranicu. Teraz podla Dirichleta existuje hrana ab so sti¢tom stuptiov aspon
W > mT"'" a teda aj hladany podgraf s tolkymi vrcholmi. a
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Vratme sa k povodnému problému. Nech K je tplny graf na 4n vrcholoch Vezmime si
najvacsiu mozni monochromatickt zlozku a jej farba nech je povedzme biela. Nech V je jeho
mnozina vrcholov. Predpokladajme, ze |V| < 2n. Nech V’ := V(K) \ V. Uvazujme induko-
vany bipartitny graf nad partitdch V,V’. Medzi V a V' nie je ziadna hrana ofarbena bielou
farbou, pretoze sme vzali maximalny podgraf. Podla vyssie uvedeného tvrdenia existuje suvisly
jednofarebny podgraf s asponi 4n/2 = 2n vrcholmi, ¢o je spor s maximalitou V.

Zostava, zostrojit zafarbenie Ky, s maximalnym monochromatickym podgrafom s presne
2n vrcholmi. Vrcholy zoskupime do 4 skupin A, A2, B, B2, z ktorych kazdd ma n vrcholov.
Hrany vyfarbime takto: bielou farbou - tie medzi A; a As, ako aj medzi Bj a Ba; ¢iernou farbou
- medzi A1 a B1 a medzi A a Bs; dervenou farbou - medzi A; a By a medzi Az a By 0



