Uloha 1. Na piimce leZi rizné body A, B, C, D v tomto poradi. Kruznice s primérem
AC se protne s kruznici s primérem BD v bodech X a'Y. Usecky XY a BC se
protnou v bodé Z. Bod P # Z je néjaky bod na useéce XY . Primka CP protne
kruznici s prumérem AC v bodech M a C. Podobné primka BP protne kruznici s
prumeérem BD v bodech N a B. Dokaz Ze se primky AM, DN, XY protnou ve

spolecném bodé.

Reseni. Piimka XY je chordala dvou kruznic ze zadani, bod P tedy lezi na chordale
a plati |PM| - |PC| = |PN| - |PB|, z ¢ehoz plyne (mocnost ke kruznici) ze body
M, N, B,C lezi na kruznici. Dale |ZNDB| = 90° — |[ZNBD| a |[ZNMA| = 90° +
|ZNMC| = 90° + |ZNBC|, tedy ze |[ZNMA|+ |ZNDA| = 180°, tedy ze body
M, N, A, D lezi na kruznici. Tady jsme vyuzili obvodové thly a fakty, ze ZNBD =
/NBC a /NDA=/NDB, a ze AC, BD jsou pruméry pouzivanych kruznic. Pak
ale XY je chordédla kruznic AMXY a DNXY, potom AM je chordala kruZnic
AMXY a MNAD, a jesté DN je chordala kruznic MNAD a DNXY. Tyto tfi
pfimky se tedy protnou v potecnim stfedu zminénych tii kruznic, coz dokazuje
tvrzeni ze zadani.




Uloha 2. Dwva hrdci hraji ndsledujici hru. Na zacdtku je prdazdnd tabulka 5 x 5 poli.
Poté se hrdaci stridaji v tazich, kdy v lichych tazich napise prvni hra¢ do néjakého
prdzdného pole 1. V sudych tazich napise druhy hrd¢ do libovolného prdazdného pole
¢islo 0. Az je velky ctverec zaplnén, skdre hry je maximdlni soucet v néjaké souvislé
tabulce 3 x 3 v piwvodni tabulce'. Pruni hrdc se snai skore mazimalizovat, druhy
minimalizovat. Jaké je skdre hry pokud oba hraji optimdlné?

Reseni. Skére bude 6. Nejprve popiSeme strategii druhého hraée po které bude skére
nejvyse 6. Uvazme nasledujici tabulku. Kdykoli prvni hra¢ zaplni policko na némz
je néjaka cislice, druhy hrac¢ zaplni druhé policko na némz je tato cislice, ptipadné
zaplni libovolné policko, pokud je ono druhé policko jiz zaplnéno, nebo prvni hrac
hraje na policko oznaceni *. Druhy hrac¢ tedy umi zajistit, Ze v kazdé podtabulce
3 x 3 je alespon trikrat 0. Skdre je nejvyse 6.
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Ted popiSeme strategii prvniho hrace, ktery umi dosahnout tohoto skére. Nejprve
zaplni stifedové policko. Poté zahraje druhy hra¢ na libovolné pole oznacené 0 v
nasledujici tabulce,? a nasledné prvni hra¢ zahraje sviij dalsi tah vedle stfedu, opét
odkazuji na nasledujici tabulku:
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Pokud druhy hrac¢ nenapise 0 do spodniho fadku, doprostied, pak tam nasledné
zahraje prvni hra¢, a bud tabulka 3 x 3 vpravo dole, nebo vlevo dole, obsahuje 6
prazdnych poli a 3 policka s 1, takze prvni hra¢ snadno zaplni 3 z téch zbylych. V
opacném pripadé zahraje prvni hra¢ tah vedle stfedu:
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V tabulce je Sest poli¢ek oznacenych a a dvé oznacend b. Af bude druhy hrac¢ hrat
jakkoli, dokaze prvni hrac obsadit alespon jedno policko b a alespon tti policka ozna-
¢end a. Potom bude bud levy dolni, nebo prostfedni dolni tabulka 3 x 3 obsahovat
soucet alespon 6. Skére je tedy alespon 6, tedy pravé 6 pii optimalnich strategiich
obou hract.
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'takovych tabulek 3 x 3 je 9
2Toto je btino kvili symetrii.



Uloha 3. Necht f(n) je nejmensi prirozené cislo takové, Ze po f(n)-ndsobné aplikaci
jakeékoli permutace na sekvenci délky n dostaneme pivodni poradi. Dej predpis jak
spocitat f(n).

Reseni. Pro kazdé k = 2,...n miizeme zkonstruovat permutaci ktera cyklicky po-
sune prvnich k& prvk o 1 pozici a ostatni zachovi. Takovad permutace musi byt
opakovana kl-krat pro néjaké prirozené [, aby nezménila sekvenci na niz ji apliku-
jeme. Abychom tedy méli zaruceno, ze se po f(n) aplikacich permutace z této rodiny
puvodni sekvence nezméni, musi platit ze k|f(n) pro kazdé k = 2,...,n. Zaroven
je lehké ukazat, ze pro kazdou pozici a libovolnou permutaci plati, ze po nékolika
(nejvyse n) aplikacich dané permutace se na tuto pozici vrati ptvodni prvek. Té-
mito tivahami® jsme dospéli k tomu, Ze f(n) = lem(2,3,...n) po lehkém zneuziti
notace. O

3Prvni tvaha k4, Ze f(n) je alespoii tolik, druhd pak ze takhle velké f(n) postacuje.



