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RieSenia 4. série
Uloha A4. Je dané prirodzené éislo n > 4 a kladné redlne éisla x1, @2, . . ., o splfiajiice rovnost
r1x2 - - Tn = 1. Dokazte, ze

1 1 1 1

+o > 1.
1+z1 +z122 1+ 22 + 2273 l+zn—1+xTn-12n 1+ oTn+zTnT1

Riesenie. Optimisticky odhadneme ostie zezdola kazdy ze zlomku tak, ze ve jmenovateli bu-
deme pokracovat v naznacené posloupnosti, aby méla n ¢lenti. Odhad pro prvni zlomek bude
nasledovny, analogicky pro ostatni:
1 S 1
l4a1 +aiw2 - 1431+ 2122 + 210023+ ... + T1T2 - Tpo1
Staci pak dokazat nasledujici nerovnost, kde indexy bereme modulo n:

(1)

1

> o1 2)
=1

1+zi +TiTip1 + TTip1Tip2 + .00+ TiTip1 - Ti—2

Ted si vSimneme, Ze kdyZz jmenovatele (i + 1)-tého zlomku (coz bude J;y1) vynésobime z;,
dostaneme J;, coz ilustruje nasledujici tabulka pro pfipad 7 = 1, znaménka + vynechany pro
prehlednost:

Jo = 1 T2 T2x3 ToXx3T4 - ToX3 - Tn
xr1-Jo= 11 T1T2 T1X2T3  T1X2T3T4 ... XT1T2T3 - Ty =.J1

=1

Pokud vynésobime J; ¢islem zjx;41---x;_1, dostaneme J;. Mizeme tedy vsSechny zlomky ze
souctu ve Q prevést na spole¢ného jmenovatele a dostaneme
1 2 3 4 n

AN AN —_——f
1 + o1 +T1z2 + 712273 - +T1T2 - Tp—1

1+z1 + 2122 + 212223 + ... + T122 - Tp—1

>1, ®3)

kde zavorky indikuji kolikaty sc¢itanec ze sumy prispél touto hodnotou. Ted uz nedd moc prace
si vSimnout, Ze se Citatel i jmenovatel ve [3|rovnaji, nerovnost prechazi v rovnost, tedy plati.
Pozndmky opravovatela. Pr¥islo spoustu péknych feseni jako to vzorové (spise naopak, mél jsem
spoustu inspirace pro vzorak :-)). Nékolik Fesiteld se také uchylilo k indukci.

(Vasek Vorécek)
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Uloha N4. Najdite vsetky kladné celé n, pre ktoré je
n?+1
lvn]? +2
celé ¢&islo[T]

Riesenie. Dokazeme, ze takové n neexistuje.
Nejprve oznaéime a = |\/n| a b =n? — a?. Plati

(a+1)2 >n?=a?+0,
2a+1>0,
2a > b.
Zlomek ze zadani upravime:

(a2+b)2+1  a'4+2a?04+0>+1  (a®+2)(a®+2b—2) —4b+4+ b2 +1

a?+2 a?+2 a?+2
b? —4b+5
B S S
a? +2
Protoze a i b jsou cela ¢isla, hledame takové dvojice a a b, ze zlomek %. K tomu by muselo

existovat celé ¢slo k, pro néjz by b2 —4b+5 = k(a2 + 2). Odhadneme ho shora pomoci 2a > b.
Plati

b2 —4b+5 < b2 +5 < 4a® 4+ 5 < 4a® + 8 = 4(a? + 2).
Protoze nékteré nerovnosti byly ostré, musi platit k < 4. Zaroveti b2 —4b+5= (b—2)2+1 >0
a a® +2 > 0, tudiz k musi byt kladné, z ¢ehoz k € {1,2,3}. Zbyva rozebrat tyto éty¥i pripady.

k =1. Pro tento pfipad dostavame
b2 —4b+5=a? + 2,
b2 —4b4+3=(b-2)72%—-1=d

Rozdil druhych mocnin je pro prirozena ¢isla vzdy vétsi nez 1, tedy by muselo platit a = 0.
Potom by muselo ale platit [/n| = 0, coZ pro pfirozena n nelze.

k =2. Dostavame
b2 —4b+ 5 = 2a% + 4,
b2 —4b+1=(b—2)% -3 =2d%

Podivejme se na rovnici modulo 8. Kvadratické zbytky modulo 8 jsou 0, 1 a 4, tudiz 2a? je
kongruentni 2 nebo 0 a (b — 2)2 — 3 je kongruentni 5, 6 nebo 1. Leva a prava strana tudiz
nemohou davat stejny zbytek po déleni 8, tudiz se nemohou rovnat.

k =3. Nyni plati
b2 —4b+ 5 = 3a2 + 6,
b2 —4b+4=(b—2)2=3a>+5.

Kvadratické zbytky modulo 3 jsou 0 a 1. ProtoZe bez ohledu na a plati 3 | 3a2, prava strana je
kongruentni 2. Leva strana je ale ¢tverec, takze musi byt kongruentni 0 nebo 1, tudiz se strany
opét nemohou rovnat.

IPre realne x oznacuje |z] najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné x.
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Pro vSechny ptipady jsme dospéli k zavéru, ze neexistuje a a b spliujici zadéni, tedy neexis-

tuje ani n splnujici zadani.
Pozndmky opravovatela. VétsSina Feseni postupovala s mirnymi obménami stejné jako vzorové.
(Majda Misinova)

Uloha C4. Pepa a Matéj hraju nasledujicu hru v rovine. Najskor si Pepa zvoli nejaku funkciu
f:R — (0,2021). Body (z,y) v rovine, ktoré spliiaji

fle+ 1) =y,

zafarbime ruzovo. Na zaciatku hry sa Matéj postavi do nejakého ruzového bodu, vzapéti sa do
nejakého ruzového bodu postavi aj Pepa. Potom sa budi striedat v tahoch. Zacina Pepa, ktory v
kazdom svojom tahu skoc¢i na lubovolny ruzovy bod, ktory je od neho vzdialeny nanajvys 2021.
Matéj vo svojom tahu skoc¢i na nejaky ruzovy bod, ktory je vzdialeny nanajvys c od neho
Urcte najmensie mozné redlne ¢islo ¢, pre ktoré vie Matéj vzdy chytit Pepu. Matéj Pepu chyti,
ak po nejakom tahu s nim stoji v rovnakom bode.

Riesenie. Kedze obor hodnot f je (0,2021), tak aj pre vSetky body [z,y] plati vdaka rovnosti
y € (0,2021).
Teraz si predstavme, Ze keby nasu f spliiali prave takéto ruzové body:

2021

Tak vtedy by pre ¢ < 2 x 2021 vedel Matéj v jednom kroku zmenit svoju xz—ovu stradnicu
najviac o 2021, to vsak vie aj Pepa, teda Maté&j Pepu nedobehne.
Ostéva ndm a) Vymysliet taka f; b) Dokazat, Zze ¢ = 4042 stadi.

a) Skasme f(z) = mod 2021 = 2021z x {5557 }- Potom dosadenim mame:

(z+ (y mod 2021)) mod 2021 =y
(r+vy) mod 2021 =y
Kedze y € (0,2021), tak:
(r+vy) mod 2021 =y mod 2021
=0 mod 2021

A teda ruzové body budu [k x 2021,y], kde y € (0,2021). Takze vieme spravit funkciu, ktora
pre ¢ < 2021 nedovoli Matéjovi prekonavat v jednom tahu viac ,ruzovych useciek“, ako Pepovi.
Teda ¢ > 4042.

2Pepa aj Matéj mézu vo svojom tahu aj ostat na rovnakom bode.
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b) Sta¢i ndm dokézat, ze pre Matéja je mozné v koneénom case prejst medzi hocijakou dvo-
jicou ruzovych bodov. Pre¢o? Nech sa Pepa postavil do bodu P. Po niekolkych tahoch dosiel
Matéj do P. Kazdu dva Pepove skoky, ktoré Pepa vykonal potom moéze Matéj (vdaka trojuhol-
nikovej nerovnosti) vykonat jednym skokom, takze ho iste dobehne.

Oznaé¢me H(f) C (0,2021) obor hodnét funkcie f. Symbolom f~!(y) zna¢ime mnozinu
{z|f(z) = y}. Vezmime si yo € H(f), pren najdeme vyhovujuce z. Mdzme upravit rovnost
f(x + f(yo)) = yo aplikovanim \ f~' a dostat:

@ =—f(yo) + =" (yo)

Zoberme si nejaky ruzovy bod Z = [a,b]. Kedze f je definovand na R, tak f~1(yo) pre vo
nezname, si moézme zvolit Iubovolne, napriklad ako a + 2021 + 1. Potom, kedze —f(yo) €
(—2021,0), (bez ohladu na to, ako sme museli navolit yg) tak = a + 2022 — f(yo) — = €
{a + 1,a + 2022). Ked%e ,yo splhaji podmienku, [z,yo] je ruzovy. Vzdialenost Z od [z,yo]
je V/(z —a)2 + (yo — b)2 < /(2022)2 + (2021)2 < 4042, a zéaroven \/(z — a)2 + (yo — b)2 >
v/ (1)2 + (0)2. Teda [z,y0] je od Z vzdialeny aspon 1, a zaroveri Matéj dokaze skocit medzi Z a
[z, yol.

Majme dva ruzové body A = [Ag, Ay], B = [Bz, By, Az < B;. Matéj dokaze doskékat z
A, do Bz konstruovanim bodov [z, yo], a teda aj z B do A.

Vtedy vSak uz vie doskdkat z M do P a nasledne chytit Pepu.

Pozndmky opravovatela. Vzordk je orientovany skér motivacne, nez kompaktne, na lepsi pre-
hlad o tom, ako taka tloha moze ”vznikat”. Nakoniec vSak castejSie rieSenia, ktoré si vSimli
chytrého predpisu pre ruzové body [c — f(f(c)), f(c)], ukdzali priechodnost mapy cez toto. Na-
jCastejSou dierou v spravnom rieSeni bolo chybajice osetrenie pripadu, ze najblizsi ndjdeny bod
je totozny. Cvicenie: skuste si predstavit ruzové body pre f(z) =z mod ¢, c € (2021,4042).

(Martin ,, Andy* Andric¢ik)

Uloha G4. Je dany trojuholnik ABC s kruznicou opisanou w. Majme bod P na w rézny od
A, B, C. Priamky AP, BP, CP pretnu BC, CA, AB po rade v bodoch D, E, F. Ozna¢me
X kolmy priemet bodu D na priamku spéjajicu stredy AP a BC, potom Y kolmy priemet E
na priamku spéajajicu stredy BP a CA, a nakoniec Z kolmy priemet F' na priamku spéjajicu
stredy CP a AB. Dokazte, e ked sa P bude pohybovat po w, tak mnoZina stredov vsetkych
kruznic opisanych AXY Z bude kruznica.

Riesenie. Oznaéme G tézisté ABCP a O stfed w. Déle ozna¢me Sy p stfted AP a S stied
BC'. A nakonec oznaéme O’ pieklopené O podle G.

je stted SpcSap. Z toho plyne, ze OSpcO’Sap je rovnobéznik. Protoze O je stfed kruznice
opsané ABCP,tak OSap L. APaOSpc L BC. Tedy z rovnob&znika S4pO’ L. BC a SgcO’ L
AP. Tedy O’ je ortocentrum S pSpcD. Neboli D, O’, X lezi na pfimce a tedy |<O’ X G| = 90°.

TakZe bod X lezi na kruZnici nad primérem GO’. Analogicky na této kruZnici lezi i Y a Z.
P. Protoze A, B, C jsou pevné a P se pohybuje na kruznici, tak i G se pohybuje na kruznici.
St¥ed kruznice nad primérem GO’ ziskdme z G stejnolehlosti se stiedem v O a koeficientem %,
tedy se také pohybuje po kruznici.
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Pozndmky opravovatela. Uloha byla zradna v tom, Ze uz i obrazek samotného zadani byl dosti
komplikovany. VSechna dosla feSeni byla spravna.
(Radek Olsak)



