Uloha 1. Najdéte viechny konvexni mnohothelniky A1 A, ... A, sledujici vlastnosti:
Uvnitr mnohouhelniku existuje bod P , pro ktery plati

SO [PA = 2,
=1

kde S znaci obsah mnohotuhelnika

Reseni. Nech «; je uhol medzi PA; a PA; 1. Potom

n n
25 =3 [PA||PAsina; < 3 |PA =25,
=1 =1

kde sme vyuzili AG-¢ko a Ze sinus je mensi nez 1. VSade nastavaju rovnosti teda
musi st o Stvorec.

O]

Uloha 2. Bud n ptirozené ¢islo, n > 2. Jakij nejvétsi pocet zdpornijch koeficienti
maize mit polynom p(x)?, je-li p(x) redlny polynom stupné n?

Reseni. Odpoved je 2n — 2. Vezmite p(z) = 2" + 1 — m(2" 1 + 2" 2 + ... + 2).
potom, po poslani m — 0, st koeficienty vSetkého okrem x2",z™, 1 zaporné.

Pre potrebu predpokladajme, 7e p(x) = 2™ + ap_12" 1 + -+ + ag. Vimnite
si, ze vyzadujeme, aby vietky okrem 22",1 boli zaporné. Indukciou na k dokazeme,
ze koeficient "% je zaporny. Koeficient 22" * je skutoéne

ApQp—k + p—10p k11 + -+ Gp_g110n—1 + Ap_kan,

ale podla nasej indukénej hypotézy plati, ze a,,_gyea,—¢ > 0, pretoze oba ¢leny st
zaporné. Preto plati, Zze a,a,_r < 0, ako sme chceli. To vSak znamena, zZe koeficient
x je ajag > 0, o je spor.
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Uloha 3. Nech ABC je trojuholnik s ZABC = /BCA = 40°. Os uhla ABC pretina
AC v bode D. Dokadzte, Ze BD + DA = BC.

Reseni. Vsimnime si, ze /A = 100°. Nech D’ je bod na BC taky, ze BD = BD'.
Preto /BDD' = /BD'D = 80°. Takisto ZDD'C = 100° a /D'DC = 40°, takze



DD’ = D'C. Sta¢i dokazat, ze AD = DD’. Vsimnite si, ze /BAD + /DD'B =
100° 4 80° = 180°, takze ADD’B je tetivovy takze

/D'AD = /DBD’' =20° = ZABD = Z/ADD'
, takZze AD = DD', ako sme chceli. O

Uloha 4. Ukazte, Ze jeding polynom P s celociselnymi koeficienty, ktery spliuge
n | P(2") pro kaZdé prFirozené n, je nulovy polynom

Resend. Nech p a ¢ st dve neparne prvocisla. Vimnite si, ze pg| P (2P1) = p|P (2P9)
P (2P7) =0 (mod p). Teraz madme podla Fermatovej malej vety 27 = (29)P equiv29
(mod p), takze mame

0=P () =P (29) (modp) = p|P(29).

Teraz v poslednom vztahu delitelnosti, ak vezmeme p dostato¢ne velké, dostaneme
P (29) = 0. Ale to plati pre Tubovolné nepéarne prvocislo ¢, takze P(x) = 0 pre
nekonecne vela z. To nuti, aby P bolo identicky nulové, ako sme chceli.

O

Uloha 5. Na kytarovani se seslo n ucastniki a Vitek prinesl zpévnik. Ukdzalo se,
ze kaZdou pisnicku umi alespon dva tucastnici a plati, Ze kdykoli néjaci dva ucastnici
umi néjaké dvé pisnicky (oba obé), pak kaZdou z téchto dvou pisnicek umi jiny pocet
icastniki. Ukazte, Ze ve zpévniku je nanejvys (n — 1)? pisnicek.
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Reseni. Pocitejme pisnicky co umi pravé k Gcastnikl. Kazdou umi (2) ucastnikl a
n(n—1)

celkovy pocet je (g) Z podminky takovych pisnicek je LWJ Co se uz standardné
teleskopicky secte. ]



