12. roénik, 2022/2023 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

ResSeni 1. série

Uloha N1. Pro kladné celé cislo n oznacme jako f(n) pocet cisel j € {1,2,...,n — 1} takovych,
Ze j an jsou soudélnﬂ ale n neni nasobkem j. Dokazte, ze pro kazdé kladné celé cislo k ma
rovnice f(n) = k jen kone¢né mnoho feseni n.
Reseni.

Pfedné si vSimnéme, Ze pokud je n prvoéislo, nutné plati f(n) = 0. Nula ale neni kladné
celé cislo, tudiz vysledek neohrozuje a staci ndm zabyvat se sloZzenymi Cisly.

Tvrdim, Ze pro n > 4(k + 1)2 bude f(n) > k, tudiz rovnost pak muZe nastat pouze pro n
mensi nebo rovna tomuto vyrazu a téch bude vzdy koneéné mnoho.

Uvazujme nejmensi délitel d ¢isla n vétsi nez jedna. Ten bude jisté mensi nez /n (nebot n
je slozené). Pak plati:

V> 2(k+1)
Vn-/n>2(k+1)d
5> (k+1)d (1)
n—(k+1)d>g (2)
Vsimnéme si, ze pro i = 1, 2, ...k + 1 jsou ¢&isla n — id > 7 (2) a zéroveir mensi nez n

(1), takZze nemohou byt déliteli n. Zaroven ale plati d|n a d|id, tudiz i d|(n — id) a ¢isla id jsou
soudélna s n.

Nasli jsme tak k + 1 cisel soudélnych s n, ale takovych, ze n neni jejich nasobkem, tudiz
f(n)>=k+1=> f(n) > k.

Pro viechna n > 4(k + 1)? tudiz plati, Ze f(n) > k a tedy f(n) = k mtze nastat pouze pro
n <= 4(k 4+ 1)? a téch je kone¢né mnoho.
Pozndmky opravujiciho. ReSeni piislo spoustu a valna vétsina se pomoci elegantnich nebo
méné elegantnich odhada zdarné dopracovala k cili. Néktefi fesitelé se ale trosku prali s néjakym
porfddnym dikazem svych tvrzeni a hypotéz, za coz jsme pak strhavali body.

(Adéla Karolina Zackova)

Uloha G1. Na parabole p s ohniskem F lezi body A, B. Te¢ny k p v bodech A, B se protnou
v bodé T'. Dokazte, ze trojuhelniky AFT a TF B jsou si podobné.

Reseni. Parabola je mnozina bodov, ktoré maji rovnaki vzdialenost od riadiacej priamky a od
ohniska paraboly. Ozna¢me A’, B’ kolmé priemety A, B na riadiacu priamku. Z definicie plati
|AA’| = |AF| a |BB’'| = |BF]|, preto st AA’AF a AB’BF rovnoramenné.

Je zname, ze doty¢nica k parabole v bode A je osou uhla A’AF. Kedze AA’AF je rovnora-
menny, je dotyénica v bode A zaroven aj osou tsecky A’F. Podobne plati, Ze doty¢nica v bode
B je osou usecky B’F a preto je T stredom kruZnice opisanej AF A’ B’. V§imneme si, e T'B je
osou uhla FT B’ a TA je osou uhla FTA’. Vyuzijeme orientované uhly modulo 180°.

L(AF, AT) = L(AT,AA") AT je osou uhla A’AF
= L(AT,A'F) + L(A'F,A'B’) +

+ L(A'B', A A)

=«L(A'F,A'B’) AT L AF, A’B1 AA =
= L(AT,A'F)+ £(A'B,A’A) =0°
= L(TF,TB) Obvodovy-stredovy uhol, TB je osou FTB’

1Pfirozena ¢isla a, b nazveme soudélngmi, pokud maji spoleéného délitele vétsiho nez 1.

1



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 1. série

Analogicky dostaneme £(BF,BT) = L(TF,TA) z ¢oho uz podla vety uu vyplyva podobnost
trojuholnikov AFT a TFB.

Poznamky opravugictho. Priblizne polovica rieseni isla analytickou cestou a polovica synteticky.
Ti ¢o isli analyticky a dopracovali sa az k zaveru mali vSetci plny pocet. AvSak vela syntetickych

rieSeni nemalo oSetrené vSetky konfiguracie, za ¢o im bol ztrhunty bod.
(Michal Pecho)

Uloha Al. Necht Q[x] zna¢i mnozinu vSech polynomi v proménné x s raciondlnimi koeficienty.
Naleznéte vSechny funkce f: Q[z] — R, které pro libovolné polynomy P, Q € Q[z] spliuji:

(i) f(PoQ)= f(Qo P), kde o znaci operaci sklddani polynomu.
(i) Pokud P-Q # 0, pak f(P-Q) = f(P) + f(Q).

Reseni. Ukazeme, ze viechna feseni jsou ve tvaru f(P) = cdegPﬂ kde ¢ je libovolna racio-
nalni konstanta. Zna¢me [P, Q], dosazeni dvojice (P, Q) do vztahu (z). Nejprve zjistime funkéni
hodnoty konstantnich polynomt. Dosazenim [c,1]; a [1,1];; pro ¢ € Q ziskdme
fle)=fleol) =f(loc) = f(1) = f(1) + f(1),
tudiz f(c) = f(1) = 0. Diky podmince (i¢) pak pro ¢ € Q a P € Q[z] plati f(P) = f(cP).
Nyni si blize urc¢ime funkéni hodnoty linedrnich polynomit, konkrétné ukazeme, proc plati
vztah f(z) = f(z + c) pro kazdé c¢ € Q. Dosazenim [2z + 4¢,z — 2¢]; ziskdme

f(@) = f(2z) = f(2(z — 2¢) + 4c) = f(2z + 4c — 2¢) = f(2(z +¢)) = f(z + ).

2Stupeni polynomu @ znadime deg Q a zde definujeme stupeni identicky nulového polynomu
jako 0.
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Zafixujme si nyni konkrétni vyhovujici funkei f a ozna¢me hodnotu k := f(z). DokdZeme, Ze
f(P) = kdeg P. Postupujme indukci vzhledem ke stupni polynomu. Zékladni ptipad deg P = 0
jsme jiz vyftesili. Dejme tomu, Ze pro néjaké n € Ny plati, Ze pro libovolny polynom R € Q[z]
stupné n plati f(R) =n - k.

Uvazme nyni libovolny polynom P € Qz] stupné n + 1. Pak jej mtZeme zapsat ve tvaru
zQ(x) + ¢, kde @ je polynom stupné n. Dosadime [z + ¢, zQ];

(31)
f(P) = f(zQ(x) + ) = f((z+0)Q(z + ) = f(z+c)+ f(Q(z+ ).
Dle indukéniho predpokladu je tato hodnota rovna k- (n+1), éimz je indukéni krok hotov a jsme
tedy doma.

Jiné reseni, podle Honzy Slivy. Ukdzeme, ze pro kazdy polynom P € Q[z] a racionalni kon-
stantu ¢ plati vztah f(P(z) + ¢) = f(P(x)).
Nejprve si vezmeme tfi polynomy A, B,C € Q[z] a dosadime [A, B - C|;

F(Ao(B-C)) = f(BoA)-(CoA) L f(BoA)+ f(CoA)
Q0B+ f(a00) Y f((A0B) - (A0 0)).

Nyni zapiSme P(z) = Q(z) + 2¢, kde Q(0) = 0. Poté do vztahu odvozeného vyse dosadime
(A,B,C) — (x — ¢, Q(x) + ¢, Q(z) + 2¢ — 1) a méme

F(Q@) +20) + f(Qz) + ¢ — 1) = f((Qz) 4+ 20)(Q(z) + ¢ — 1))
= Q) + ) ( Q@) +2¢ — 1) —¢) = f(Q(z) - (Q(z) + ¢ — 1))
= f(Q@)) + f(Q(z) + ¢ —1).

Plati tedy f(Q(z)) = f(Q(z) + 2¢) = f(P(z)).

Nyni postupujme indukci vzhledem ke stupni polynomii. Stejné jako v pfedchozim feseni
ukazeme, ze f(c) = 0 pro ¢ € Q a ozna¢me k = f(z). Predpoklddejme, Ze pro né&jaké n € Ny
plati, Ze kazdy polynom @ stupné n spliiuje f(Q) = kdeg Q. Nyni uvazme libovolny polynom
P € Q[z] stupné n + 1 a zapiSme jej jako P(z) = zR(x) + ¢, kde R je polynom stupné n. Mame

F(P@)) = f(@R(@) + ¢) = f(zR()) = f(z) + f(R(z)) = k(deg @ + 1) = k deg P.
Jsme tedy hotovi.

Poznamky opravujictho. VsSechna Gspésna feseni se k vysledku dobrala pomoci indukce vzhle-
dem ke stupni polynomu — zaludnost ulohy spocivala pouze ve spravném vynuceni indukéniho
kroku. Prekvapivé mnoho z vas ale néjakym zpusobem nedotesilo zédkladni krok ¢i ho odbylo.
Prvni pfipad indukce je absolutné vitalni, proto je tfeba davat pozor, ze je opravdu spravné!

(Zdenék Pezlar)

Uloha C1. Jsou déna pfirozena cisla m a k. Urcete nejmensi kladné realné cislo c takové, ze
pro kazdé kladné celé c¢islo n a kazdy km-regularni graf’| na n vrcholech existuje obarveni jeho
vrchold m barvami, v némz nejvyse cn hran spojuje dva vrcholy stejné barvy.

Resend. Tvrdime, Ze odpovéd je

nk+1 n nk+1 T onk+1

1 e k+n(l4+---4+ (k-1 n®) +k
<ZH> +n(l++(Ek=-1) n(})

a=0

3QGraf nazyvame a-reguldrnim, ma-li kazdy jeho vrchol stuperi piesné a.

3



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 1. série

Tento vyraz nazvéme r(n, k). Nejprve ukdzeme, ze ¢ > r. Uvazujme G = Kpyp41 s vrcholy
ai,...,an obarvenymi kazdou barvou. Pak méme (a2‘) jednobarevnych hran a z konvexity

o) (1) =n(l) 1o

Tim jsme zjistili, ze ¢ > r, a nyni stac¢i ukazat, ze ¢ < r, tj. pro libovolné takovy graf G muzeme
ziskat < rm jednobarevnych hran. Uvazujme takovy graf G a nahodné usporadame jeho vrcholy
zleva doprava. Pro kazdy vrchol v necht s(v) oznacuje poéet jeho sousedt nalevo. Pak mtzeme
greedy prohledévanim zleva doprava (kdy prohleddvanému vrcholu pfifadime barvu) vzdy ziskat

s(v)

n

(5) vime, Ze je to alespon

J jednobarevnych hran s pravym vrcholem v. Soucet vSech jednobarevnych hran

)

podle pravého vrcholu ukazuje, ze vzdy mizeme ziskat nejvyse > {%

nejvyse {
J jednobarevnych hran.

Vybérem vhodné permutace tedy muzeme vzdy dosdhnout lepsiho vysledku nez

E {Z {%H =§E[{v: s) =a}] | 2] = kzn kn"jrl 2] =rm

a=0

(Petr Hladik)



