13. roénik, 2023/2024 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

ResSeni 1. série

Uloha C1. Je ddno ptirozené &islo n. Zaba skide po ¢iselné ose, pricemz za¢ind na nule. Kdyz
sedi na kladném ¢isle, skoc¢i vzdy doleva (na nizsi ¢islo), jinak sko¢i doprava. Musi v néjakém
poradi naskakat n skokii o délkach 1, 2, ..., n. Nechce vSak nikdy skocit na kterékoliv z cisel 1

az k. Urcete nejvétsi k, pro které to zaba dokaze.

Resend. Ako prvé si mozeme vsimnut, ze oblast, v ktorej sa mézeme pocas skakania nachadzat je
ohranicend, kedze skd¢eme vzdy smerom k ,zakdzanému* intervalu (1 az k). Zrejme sa nemozeme
dolava skageme z pozicie asponi k41 a doprava z pozicie najviac 0). Skokom dlzky k nepreskoéime
cely zakdzany interval, preto nim musime skékat vramci kladnych ¢isel alebo vramci nekladnych
¢isel (skokom dlzky k skageme, kedZe zrejme k < n). Oba intervaly majt velkost n —k — 1, preto
musi platit:

Pre k = I_"Tflj spravime konstrukciu. Rozdelime skoky do dvojic s rozdielom k41, pri neparnom

n pripustime aj skok dlzky 0 (aby aj skok dizky k 4 1 mal dvojicu). Vidy vykoname najskor
potom na ¢islo k + 1, potom na nekladné ¢islo a potom na ¢islo 0. Tymto postupom vycerpame
vSetky skoky od 0 do n a nikdy nesko¢ime do intervalu 1 az k.

Pozndmky opravujictho. Kedze v zadani je napisané, ze zaba nemoze skocit n ¢isla 1 az k,
bolo by dobré okomentovat pripady, ked k = 0. Inak, vic¢Sina rieSeni postupovala podobne. Vo
vela rieseniach bolo delenie na pripady podla parity ¢isla n. Tomu sa dalo vyhnut aj pri odhade,
aj pri konstrukcii. Par riesitelov dostalo odhad k < L%J avahou, Ze ,,malymi“ skokmi dlzky
a stracame vzdialenost a od zakazaného intervalu a ,velkymi“ skokmi dlzky b vieme preskocit
zakdzany interval a ziskat vzdialenost b — k — 1. (Jakub ,,Soso“ Sosovicka)

Uloha Al. Je déno redlné é&islo a takové, Ze posloupnost {a}, {a?}, {3}, ..., nabyvé pouze

kone¢né mnoha hodnot, pficemz {x} znaci takové ¢islo z intervalu (0, 1), Ze x — {x} je celé ¢islo.
Dokazte, ze potom je a celé ¢islo.
Reseni. Nech je pocet réznych hodnét, ktoré nadobuda p_ostupnost’ rovny N. Néasledne potom
existuje iba N? moznych hodnét usporiadanych dvojic ({a?}, {a**T1}). Z Dirichletovho principu
potom plati, ze medzi prvymi N2 + 1 ¢lenmi postupnosti existuju navzajom roézne k, | také, ze
{a*} = {a!} a {aFT1} = {a!t1}. Z Eoho vyplyva:

of — ol =m ez, (1)

k+1

« —atl=m.aez

Teda o musi byt racionalne. Nésledne nech o = %, kde p, ¢ st navzajom nesudelitelné nenulové

celé ¢isla (pripad oo = 0 je trividlny). Dosadenim do rovnice (1) dostdvame:
k _ k=10
piqk L € Z.

q

Zrejme zlomok je v zdkladnom tvare kedZe ¢itatel a menovatel st vzadjomne nestdelitelny, ¢o
nam uz dava, ze ¢ = 1 na to, aby zlomok bol celociselny. Teda o € Z.
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Pozndmky opravujictho. Kluéové bolo pracovat s faktom, Ze postupnost méa koneény pocet
podpostupnost, o ktorej ukizali, Ze jej €leny s bud mocniny nejakého racionalneho ¢&isla, alebo
ze Cleny v nej su vsetky po 2 rozne. (Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha N1. Reknéme, ze kladné celé ¢&islo n je Zirafa, pokud plati, ze kazdé celé ¢islo 1 < x <mn
Ize vyjadiit jako soucet navzajem ruznych kladnych délitelii n. Dokazte, Ze existuje nekonecné
mnoho ziraf tvaru a? + a + 42 pro piirozené a.

Reseni. Nejprve si uvédomme, e pokud je ¢islo # Zirafa, pak umime jako soudet jejich délitelt
vyjadrit vSechna pfirozena ¢isla mensi nez 22. Z definice to umime pro pfirozend ¢isla mensi nez
% (pro Z zfejmé také), ta navic v takovémto vyjadreni nebudou obsahovat délitel 2. Libovolné
prirozené ¢islo Z < k < 2Z muzeme napsat jako Z + £ pro £ < Z, tedy ho muzeme vyjadriit jako
soucet déliteld Z stejné jako £ a pridat délitel z.

Lemma 1. Pro Zirafu Z a prirozené ¢éislo n < 2Z je ¢islo nz Zirafa.

Dukaz. Jelikoz je ¢islo n mensi nez 22, umime ho z prvotniho pozorovani vyjadrit jakou soucet
délitelua zirafy Z. Libovolné pfirozené ¢islo mensi nez nZ muzeme vyjadrit jako rn+s pro prirozené
gisla r < 2, s < n. Cisla 7, s tedy umime vyjadfit jako soucet déliteli zirafy 2, takovyto délitel
vynasobeny ¢islem n bude délitelem ¢isla nZ, proto lze rn vyjadrit jako soucet délitelu ¢isla nz.
Takto muZzeme spojit vyjadieni rn a s (délitelé zirafy Z jsou i déliteli ¢isla nZ) do validniho
vyjadfeni pro rn + s, jen musime Fici, ze vyuziti délitelé jsou vsichni rizni. To ale zfejmé jsou,
jelikoz vyjadfeni r i s byla validni a délitelé ve vyjadieni rn jsou jako nasobky m vétsi nebo
rovny n, zatimco délitelé ve vyjadreni s < n jsou ostfe mensi nez n. Takto umime vyjadrit jako
soucet délitelts ¢isla nZ vechna &isla mensi nez nz. Cislo n je samo svym délitelem, dohromady
je tedy skuteéné zirafou. O

O disle fekneme, Ze je kvadratické, pokud lze vyjadtit jako a? + a 4 42 pro pfirozené &islo a.
Nyni ukdzeme, ze pokud 2 = m?2+m+42 je kvadraticka zirafa, pak i éislo (24+m)2 4 (24+m)+42
je kvadraticka zirafa. Tento vyraz je po roznasobeni roven

2 42im+i4+mZ4+m+42 =352+ 25m+ 25 = 2(2+2m + 2).
Z Lemmatu 1 plyne, ze pokud plati
Z4+2m+2 <2z,
pak je i tento vyraz zirafa. To je ale zfejmé, jelikoz Gpravou této nerovnosti ziskame
0 < m?—m + 40,

coz pro piirozena ¢isla m vzdy plati (m2 > m).

To tedy znamend, 7e z kvadratické zirafy 2 = m?2 + m + 42 umime vyrobit vétsi zirafu
(24+m)2 4 (2+m) +42 = 2(2 + 2m + 2), ktera je taktéz kvadraticka. Pak ndm ale stadi nalézt
jednu kvadratickou zirafu, jelikoz z ni umime vytvorit nekone¢né mnoho dalsich. Nejprve ¢islo
6 je zirafa, jelikoz

1=1, 2=2, 3 =3, 4=1+43, 5=2+43, 6=06
a 1,2,3,6 jsou délitelé 6. Kvadratické ¢islo 48 = 22 + 2 + 42 je pak zirafou opét diky Lemmatu
1, jelikoz 48 = 6 -8 a 8 < 2- 6. Tim je tloha vyfeSena.

Poznamky opravujictho. K uloze $lo pfistupovat s obménami dvéma raznymi pfistupy. Kromé
toho ze vzorového feseni se $lo zaméfit na nasobky mocnin 2.
(Michal Janik)
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Uloha G1. Je ddn tétivovy ctyrfuhelnik ABCD. Na polopiimkach opacnych k polopiimkam BA
a DA zvolime postupné body P a Q tak, aby platilo |CD| = |BP|, |BC| = |DQ|. Oznac¢me
stted PQ jako M. Dokazte, ze |<BM D| = 90°.

Reseni. Nech B’ je obrazom bodu B v stredovej simernosti so stredom M. Kedze M je stredom
useciek PQ a BB’, BPB’Q je rovnobeznik. Z toho vyplyva, ze priamky BP a QB’ sti rovnobezné
a |BP|=|QB'|.

Dokéazeme, ze trojuholniky BCD a B’QD su zhodné podla vety sus. Uz vieme ze |CD| =
|BP| = |QB’|. Zo zadania |CB| = |QD|. Vyuzivajuc tetivovost $tvoruholnika ABCD a rovno-
beznost priamok ABP a QB’ dostaneme |<BCD| = 180° — |[<BAD| = |<DQB’|.

Z toho ndm vyplyva |BD| = |B’D|, ¢ize trojuholnik BDB’ je rovnoramenny. V fiom je bod
M stred zakladne, ale potom M D je os strany BB’. Odtial uz dostavame hladané |[<BMD| =
90°.

Pozndmky opravujictho. Kla¢om k rieSeniu bolo vyuzit rovnosti dlzok a stred strany na ziskanie
jedného alebo viacerch rovnobeznikov, ¢o sa vicSine riesitelov podarilo. (Roland Vizner)



