10. roénik, 2020/2021 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

Reseni 5. série

Uloha C5. Jedan Jjednotkovy kruh se stfedem S a pfirozené ¢islo n. Kuba do kruhu (véetné jeho
ohranic¢ujici kruznice) nakresli n tsecek tak, aby pro libovolnou kruznici se stfedem S platilo,
Ze nanejvys jednu z Kubovych tsecek protin;{l v jejim vnitfnim bodé. Urcete maximalni soucet
délek usecek, kterého Kuba miize dosahnout.

Reseni. Uvazujme mezikruzi mezi kruznicemi o, 8 se spoleénym stiedem v S a poloméry a < b.
Jakou nejdelsi dsecku v ném muzeme nakreslit? Pokud néktery krajni bod nelezi na o ani
B, pak muzeme usecku prodlouzit. Pokud by oba krajni body lezely na [ a tsecka neméla
spoleény bod s «, pak bychom ji mohli posunout bliz k S a prodlouzit. Zvolme tedy bod A
na kruznici o, ktery na tseéce bude lezet, a necht je t teéna k a v bodé A. BUNO necht je
t vodorovna a stfed S lezi pod ni. Déle necht jsou U, V pruseéiky ¢t s 8 a w kruznice nad
prumérem UV. Kdyby uvazovana usecka obsahovala néjaky bod pod t, pak by jeho spojnice
s A prochézela vnittkem «, coz nelze, takze tise¢ka musi cela leZet v horni use¢i uréené kruznici
[ a pfimkou t. Dvé kruznice se protinaji v nejvyse dvou bodech, takze kruznice w a 8 nemaji
dalsi pruseciky kromé U, V. V poloroviné pod t prochézi w vnitikem S, takZe v poloroviné nad
t musi prochézet vnéjskem B. Z toho uz plyne, Ze celd GseC nad t je obsazena uvniti w, takze
uvazovana usecka lezi celd v w. Pritom ale nejdelsi usecka uvnitt kruznice je jeji pramér. Prumér
UV zaroven lezi v mezikruzi mezi o a 3, takze maximalni délka tsecky v tomto mezikruzi je
|UV| = 2|AU| = 24/[SU|? — |[SAJ? = 2v/b2 — a2.

Uvazujme nyni n useCek v jednotkové kruznici. Kazda obyva néjaké mezikruzi, pfitom
muzeme predpokladat, Ze tato mezikruzi tésné priléhaji na sebe i na okraj (resp. stied) jed-
notkové kruznice (jinak bychom mohli nékteré tsecky prodlouZit bez poruseni zadéni). Mame
tedy néjaka

O0=ro<m<--<rp1<rp=1

1Pod pojmem ,protind“ minime, %e néjaky vnitini bod dané tusecky zaroveii lezi na dané
kruznici.
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takova, ze i-td GseCka obyva mezikruzi uréené kruznicemi s poloméry r;_1, r;. Celkovy soucet
L téchto délek je potom nanejvys

L=2- (\/r%frg+ rI—r?4.+ r,%frfl_l).

Pouzitim KA nerovnostﬂ pak mame

I A R R

2n n -

(r%—r%)+(r§—r%)+...+(r%—7“721_1)_ 2 —rg2 12-02 1
n B n n n

L < 2y/n.

Zéroven dovedeme dosdhnout L = 2y/n. V KA nerovnosti nastane rovnost pravé tehdy,

kdyz \/7“1 - To = =,/ — rn 1» coz snadno docilime vzetim r; = \/7 Pak uz v kazdém

mezikruzi dovedeme zvolit nejdelsi tsecku s délkou 24/

ni f’

IN

coz skutecné docili souctu

= 24/n, ktery je tim paddem maxima&lni.
Pozndmky opravujictho. Mnoho FeSiteli jenom prohlésilo za zjevné, Ze nejdelsi tiseCka v me-
zikruzi je te¢na k mensi kruznici. Zvazoval jsem, zda za to strhavat body, le¢ nakonec jsem tak

neucinil. Pfesto bych alespon zde rad pochvalil ty fesitele, ktefi si dali zalezet a korektné to
dokazali. (Matéj Dolezélek)

Uloha G5. V trojihelniku ABC se kruznice vepsand dotykd stran BC, CA, AB po fadé
v bodech D, E, F. Necht je X prusecik kolmice k BC prochéazejici bodem D a primky E'F. Dale
budiz Y priise¢ik pfimky BC a osy thlu BAC. Dokazte, ze AD || XY .

Reseni. Oznaéme I stfed kruznice vepsané, G priseéik AI s EF a H # D druhy prtse¢ik AD
s kruznici vepsanou. Pak protoze YG = IG L GX a XY = ID | DY, lezi GXY D na jedné
kruznici nad primérem XY. Uvazme inverzi ¢ podle kruznice vepsané, potom plati o(G) = A,
@(H) = H a ¢(D) = D, takze

|<IDA| £ |<IGD| = |aIXY],
tedy XY || AD.

Reseni bez inverze. Pouzijeme stejné znaceni bodii jako v piedchozim feseni. Diky |<IGX| =
|<IDY| a |<GIX| = |<DIY]| jsou trojahelniky IGX a IDY podobné, tedy

|[ID] B [TY| — y| = [ID||IX]
1G] ~ J1x] ERIE
Z Eukleidovy véty o odvésné v AAFT plati
IF)?
[IF]?2 = |IG||IA] = |IA|= 1] :
1G]

Z toho pouzitim | F| = |ID| plyne

11D
IA| _ _Ter  _ |ID]
ry| — % T xy

2Neboli nerovnosti kvadratického a aritmetického priméru.

2
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[ID|
[ X]

Pozndamky opravujictho. Vétsina feseni se vydala cestou resent bez tnverze a byla az na par
preklept bezchybna. (Radek Olsak)

takze stejnolehlost s koeficientem — zobrazi X — D aY — A, tedy XY || AD.

Uloha AS. Uvazujme redlné polynomy dvou proménnych P, které splituji P(x,y) > 0 pro kazda
z,y € R. Rozhodnéte, zdali kazdy takovy polynom P lze vyjadiit jako

P=Qi+Q3+ -+Qx

pro néjaké prirozené n a realné polynomy dvou proménnych Q1,...,Qn.

Reseni. Ukdzeme, Ze dané tvrzeni neplati pro polynom
P(z,y) = z*y® + 2%y* + 2 — 3222

Nejprve dokazeme, zZe tento polynom nabyva jen kladnych hodnot, to snadno plyne z AG ne-
rovnosti skrze
aty? 422yt £ 1> 32242,

Ted jesté potrebujeme dokézat, ze P nelze zapsat jako soucet ¢tvercti polynomu. P je stupné
6, takze vSechny polynomy @Q; musi byt stupné nejvyse 3. Kdyby nékteré polynomy byly vyssiho
stupné, ¢len s nejvyssim stupném (pokud mé vice ¢lent stejny stupeti, uvdzime z nich ten
s nejvétsim stupném v z) je vzdy nezdporny a nemuze se odecist.

Nyni si vSimnéme, ze

P(:L‘,O) = P(07y) =2,
takZe Q; nemohou obsahovat ¢leny z* ani y* (ten nejvétsi by se opét neodecetl). Vsechna Q;
tedy jsou tvaru
Qi(z,y) = a;z?y + bizy? + cizy + d.

Ted uvazme &len —3x2y?, jediné &leny, které k nému piispivaji jsou tvaru (c;zy)2. To je oviem
spor, protoze —3 nemuzeme dostat jako soucet ctvercu. (Pepa Minafik)

Uloha NS. Neusporddanou trojici prirozenych cisel {a,b,c} nazvéme pythagorejskou, pokud
existuje pravouhly trojuhelnik s délkami stran a, b, c. Dokazte, Ze pro libovolné dvé pythagorejské
trojice QQ, R existuje konecna posloupnost Pi, P»,..., Py pythagorejskych trojic takova, ze
Pi = Q, P, = R a pro kazdé i € {1,...,m — 1} maji P; a Piy1 néjaky spoleény prvek.

Reseni. Reknéme, e pythagorejska trojice Q je propojena s pythagorejskou trojici R, pokud
existuje posloupnost Pi,..., P, popsand v zadéani, a tuto skute¢nost zna¢me Q — R. Tento
vztah je symetricky, jelikoz k dosvédcéeni R — () prosté muzeme vzit pfislusnou posloupnost
trojic v opacném poradi. Ukdzeme, ze kazda pythagorejska trojice je propojena {3,4,5}, z ¢ehoz
uz poplyne, Zze vSechny trojice jsou propojeny navzajem.

Reknéme, 7e piirozené &islo k je $plhaci, pokud {3,4,5} — {3k, 4k,5k}, a mnozinu viech
Splhacich ¢isel ozna¢me S. Postupné ukazeme S = N. Triviadlné plati 1 € S a skrze

{3,4,5} — {5,12,13} — {9,12,15} — {15,20,25} — {7,24,25} — {10,24,26} — {6,8, 10}

mame i 2 € S. Dale nahlédnéme, ze S je uzaviena na nasobeni. Pokud jsou k, £ $plhaci ¢isla, pak
muzeme v posloupnosti spojujici {3,4,5} — {3¢, 4¢, 5¢} pFfenasobit vSechna &isla v kazdé trojici
&islem k, ¢imz dostaneme zase pythagorejské trojice dosvédcujici {3k, 4k, 5k} — {3k¢, 4k¢, 5kL}.
Dohromady tak

{3,4,5} — {3k, 4k, 5k} — {3k¢, 4k(, 50},

tedy k¢ € S.
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Staci se tedy divat, kterd prvocisla jsou Splhaci. Uz mame 2 € S, déale postupujme silnou
indukci. Necht je p liché prvocislo a predpokladejme, Ze vsechna mensi prvodisla jsou $plhaci.
Podivejme se na pythagorejskou trojici {4p, 2p® — 2, 2p? + 2}. Plati

22 =222 (p-Dp+1) =4 (p—1)- L

P+1

V poslednim soucinu jsou p—11i prirozena ¢isla mensi nez p. Vsichni jejich prvoc1se1n1 délitelé

jsou tak mensi nez p, z 1ndukcn1ho piedpokladu jsou tedy $plhaci. Mame tak & s(—1(p+1) €S,
z ¢ehoz

(3:4.5) > {3 50D+ 1, 4 30~ DE+ 1), 5050 Do+ 1)} =

3 5
= {5@2 -1, 2 =2, S0 —1)} = {4p, 2p” =2, 2p* + 2} — {3p, 4p, 5p},

coz zna¢i p € S. Tim je dokoncen induké¢ni krok, takze vsechna prvocisla jsou Splhaci a S = N,
jak jsme chtéli.

Nyni uz stadi dokdzat, ze kazd4 pythagorejska trojice {a, b, c} je propojena s néjakou trojici
{3k, 4k, 5k}, nacez dostaneme {3,4,5} — {3k, 4k,5k} — {a,b,c}. K tomu staci, aby jedno z a,
b, ¢ bylo nasobkem tfi. To je vSak zjevné diky kvadratickym zbytkim modulo 3. Kdyby ani
jedno z a, b, ¢ nebylo nasobkem tii, pak jejich ctverce davaji zbytek 1 modulo 3, takze z rovnice
a? + b2 = c2 plyne 2 = 1 (mod 3), coz je spor. V kazdé pythagorejské trojici je tedy nasobek
t¥, procez je tato trojice propojena s p¥islusnym {3k, 4k, 5k}, jak jsme chtéli.

Poznamky opravujictho. K této tloze prislo jediné feseni. Bylo spravné a postupovalo podobné
jako vzorak. (Matéj Dolezalek)



