Uloha 1. Uvniti ¢tverce ABCD le#i bod P tak, %e plati |AP| = |AB| a Z/CPD =
90°. Dokazte, Ze |DP| = 2|CP)|

Reseni. Podle zadani plati |AP| = |AD|, trojiuhelnik DAP je tedy rovnoramenny.
Ozna¢me M stied DP . Ziejmé /DMA = ZCPD = 90°. Dale pak ZADM =
90° — ZPDC = ZDCP a |AD| = |CD|. Trojahelniky ADM a DCP jsou proto
shodné podle véty usu. Hotovo, nebot |DP| = 2|DM| = 2|CP].

[

Uloha 2. Je ddn konecnyj graf. Dokazte, Ze lze jeho vrcholy rozdélit do dvou mnoZin
tak, aby vice nez polovina hran vedla mezi vrcholy z riznych skupin.

Reseni. U kazdého vrcholu si hodime spravedlivou minci, zda vrchol ddme do prvni,
nebo do druhé skupiny. Stfedni hodnota poctu hran, které povedou napftic¢ skupi-
nami, je soucet pres hrany z pravdépodobnosti, Ze pravé prislusna hrana povede
napii¢, coz je ziejmé polovina Dohromady tedy vysla pfesné polovina poc¢tu hran.
Jisté ale existuje rozdéleni (s kladnou pravdépodobnosti), v némz nevede napiic
zddné hrana, napiiklad pokud je jedna z mnozin prazdna. Proto musi existovat
rozdéleni, v nemz napric¢ vede ostfe vice nez polovina hran. ]

Uloha 3. Nech a,b,c > 0 redlne, Ze abc = 1. Dokdzte
1 1

Reseni. Spachame Standardnt substiticiu a = £,b = £, ¢ = 2. Dostaneme tak

x
y
(x—y+2)y—z+x)(z—z+y) <ayz

Nanajvys jeden z ¢initelov moze byt zaporny a vtedy sme vyhrali. Inak

>/ (w—y+2)(y—z+u).
O

Uloha 4. Ctyrihelnik ABCD spliuje /ABC = /BCD, /CDA = 90° , |AB| =
2|CD|. Dokazte, Ze osa uhlu ZACB je kolmd na CD.



Reseni. Oznaéme M stied AB, K obraz C podle D. Ctyfthelniky ABCK a M BCD
jsou oba rovnoramenné lichobé&zniky . Ozna¢me S C-Svrékiiv bod trojihelniku
ABC'. Potom body A, S., B, C, K lezi na jedné kruZnici. Ze sy- metrie plyne /BM K =
ZCDA = 90°. Z toho dostavame, ze bodyK, M, Sc lezi na ose strany AB. Navic,
K je C-antisvrk trojuhelniku ABC. Proto je S¢K primérem kruZnice opsané troj-
thelniku ABC'. Z toho uz zfejmé £ScCK = 90, jak jsme chtéli dokazat. O

Uloha 5. Ndjdite vsetky kladné celé ¢isla n < 10'%0, pre ktoré plati, Ze n deli 27,
n—1deli2" —1 an—2 deli 2" — 2

Reseni. Mame n|2", ak a len ak n = 2F, takze nastavime n = 2F. Mame 2k—1|22k -1,
ak a len ak k|2* (vzhladom na dobre znamy fakt, ze 2¢ — 1)2° — 1, ak a len ak alb),
takze nastavime k = 27, n = 22, Méame 22 —2\222] -2 = 22j_1—1]222j_1—1 =

. ; . !
27 — 112 —1 <= j|27, ¢o je ekvivalentné j = 2!. Preto n funguje, ak n = 22* ,
takZe po troche tivah dostaneme odpoved n = 22,24, 216 9256, ]



