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RieSenia 3. série
Uloha A3. Nsjdite vsetky dvojice funkcii f, g : R — R také, #e pre vietky z,y € R plati:
f@) + () + f(@)f(y) = 9(2)g(y)

RieSenie. Najprv ukdzeme, Ze f musi byt konStantnd funkcia. Zadefinujme funkciu h nasle-
dovne: h(z) = f(z) + 1 pre vsetky = € R. Substituciou funkcie f funkciou h, dostdvame: pre
vsetky z,y € R plati:

h(z)h(y) =1 =g(x)g(y) (1)
Specidlne pre y = x dostavame: pre vSetky = € R plati:

h(z)? — 1 = g(x)?
z toho vyplyva, Ze pre vSetky x,y € R plati:
(h(z)? = 1)(h(y)* = 1) = (9(x)g9(y))* = (h(z)h(y) — 1)*

druht rovnost sme dostali umocnenim rovnosti (1) na druhi. Po roznasobeni a prehodeni vset-
kych ¢lenov na jednu stranu, dostaneme:

0= h(z)” = 2h(2)h(y) + h(y)* = (h(z) - h(y))?

¢o implikuje h(z) = h(y), a kedZe to plati pre vsetky z,y € R, tak h je konstantnd, ¢ize aj f
je konstantna, t.j. existuje také ¢ € R, ze f(x) = c pre vSetky « € R. Dosadenim do zadania a
poloZenim y = x, dostaneme:

clc+2)=2c+c =gx)?>0

z toho vidno, Ze ¢ < —2 alebo ¢ > 0 a dalej, ze pre vietky = € R plati: g(z) = v/c? 4 2c alebo
g(z) = —v/c2? + 2¢ (pozor! to plati pre kazdé = osobitne, napr. sa zatial nevyluéila mozZnost, ze
9(20) = V/c2 + 2¢ a zaroven g(14) = —v/c2 + 2¢). Ak ¢ + 2¢ = 0 tak g je zjavne konstantna
nula. V pripade, Ze c? + 2¢ > 0 mame g(2014) # 0, dosadime do zadania = = 2014 (predo prave
20147) a dostaneme: pre vsetky y € R plati:

2c+c? = g(2014)g(y)

kedZ%e g(2014) # 0, tak g musi byt konstantna funkcia. TakZe g je konStantne v/c2? + 2c alebo
konstantne —v/c2 + 2c. Sktska sa lahko overi.
Vsetky rieSenia funkcionédlnej rovnice st také f, g, pre ktoré existuje ¢ € (—oo, —2] U [0, c0),
také, Ze f(z) = c a g(z) = V2 + 2c alebo f(z) = c a g(x) = —V/c2 + 2¢, pre vietky = € R.
(Ludka Simkové a Viktor Lukadek)

Uloha G3. Je dany 5-uholnik ABCDE, v ktorom plati, Ze obsahy trojuholnikov ABC, BCD,
CDE, DEA, EAB su rovnaké. Dokéazte, ze vnutri 5-uholnika existuje bod P taky, ze obsahy
trojuholnikov ABP, BCP, CDP, DEP, EAP su rovnaké.

Len tak mimochodom. Vieme, Ze si myslite, ze veduci iKS su dokonali. No predsa aj my sme
len Tudia a tak sa stalo, Zze sme do zadania zabudli dopisat, ze patuholnik ma byt konvezny. Pre
nekonvexny pétuholnik totiz tvrdenie neplati. Protipriklad si najdite sami. Bodovali sme to (a aj
to tak vyriesime), ako by v zadani slovo konvexny bolo. Ti, ¢o si uvedomili, Ze pre nekonvexné
to neplati, boli odmeneni bodom navyse.

RieSenie. VSimnime si, ze AABE a AABC maju rovnaky obsah a zaroven spoloéni stranu
AB. To ale znamend, Ze vyska na tuto stranu v oboch trojuholnikoch musi byt rovnako dlh4 a
teda AB||EC. Zopakovanim tejto uvahy pre kazdu stranu trojuholnika ziskame

AB||EC, BC||AD, ..., EA||DB
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Oznac¢me si X, Y, Z postupne prieniky AD s BE, AC's BE a BD s CE. Ukéazeme, ze stred
usecky C'D, stred tsecky BE, bod A a bod Z lezia na jednej priamke. Kvoli rovnobeznosti stran
a uhloprie¢ok st BCDX a CDEY rovnobezniky, v ktorych st protilahlé strany rovnako dlhé:

|[BX|=|CD|=|EY| = |EX|=|BY| = SBg=Sxvy

Vsimnime si, Ze usec¢ka XY sa zobrazi na tsecku DC v rovnolahlosti so stredom v bode A.
Takisto aj usecka EB sa zobrazi na usecku C'D v rovnolahlosti so stredom v bode Z. Z prvej
rovnolahlosti ziskame kolinearitu A, Sxy,Scp, z druhej kolinearitu Z, Sxy, Scp.

Teraz ukaZeme, Ze na spojnici tychto Styroch bodov lezi aj fazisko sustavy, v ktorej kaz-
dy vrchol pituholnika reprezentuje hmotny bod s vahou 1. Tazisko bodov C,D je v Scp,
rovnako tazisko bodov B, E je v Sgpg. Tazisko celej stistavy preto ndjdeme ako tazisko bodov
Scp,SBE, A s nejakymi vahami. VSetky tieto body lezia na priamke, preto nase hladané tazisko
na nej bude lezat tiez (a zarovern bude medzi A a Scp, tzn. vo vnitri patuholnika). Oznaéme
ho P.

Cyklicky teda plati, Ze spojnice stredov stran s protilahlymi vrchlomi sa pretinaju v bode
P. Zaroven v rovnobezniku ABZE vidime, Ze bod P lezi na jeho uhlopriecke AZ. Triviadlne uz
SAEPA = SaapB arovnako aj cyklicky pre dalie trojuholniky uréené stranou a bodom P. A
tym sme ukazali, Ze bod P vyhovujuci zadaniu naozaj existuje.

Podla Eduarda Batmendijna:

Nech kazdy z vrcholov pafuholnika ma hmotnost 1. Tazisko ststavy tychto piatich hmotnych
bodov ozna¢me P. V Tubovolnej kartezidnskej stistave, ktora by sme zaviedli v nasej rovine, musi
platit, ze P = w. Dokéazeme si, ze obsah trojuholnika ABP je pitina obsahu celého
patuholnika:

Obsah pétuholnika mézeme vyjadrit ako

Sapcpe = Sapp +SBop +Sape = Sapp + Sapc + SaBE,

lebo je konvexny. To vieme zapisat ako
1
SaBcpe = §|AB| - (vB +ve +vp),

kde vx je vyska bodu X vzhladom na AB. Vezmime si kartezidnsku stradnicova sistavu, kde
AB lezi na z-ovej osi, potom vyska Iubovolného bodu vzhladom na AB je ekvivalentna jeho y-
ovej stradnici (resp. jej absolttnej hodnote, ale kedze predpokladdme konvexnost pétuholnika,
tak vSetky zaujimavé body buda v jednej polrovine vzhladom na AB, BUNV nech je to ta s
kladnymi stiradnicami). Kedze P je priemerom A, B,C, D, E, musi platit:

vA +vB +vc +vp +vE _ v +vp +VE

v = =
P 5 5

Preto obsah trojuholnika ABP je Sapp = %|AB| svp = SaBcpe
Analogicky to bude platit pre obsahy BCP, CDP, DEP aj EAP, teda obsahy vsetkych
tychto trojuholnikov sii rovnaké.
(Marko Puza)

Uloha N3. Nijdite vsetky dvojice prirodzenych éisel (m,n) také, ze plati:

mS=n"tl4n_1

Riesenie. Méme vyrieSit nejaka rovnicu v prirodzenych &islach. Na zaGiatku mozeme skusit
uhédnuf nejaké riesenia. Oc¢ividne ak n = 1, tak nutne m = 1, ¢o je rieSenie. No ked skusame
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dalej, akosi sa nam uz dalsie rieSenia nedari najst. Vtedy sa treba pokusit ukazat, ze uz dalsie
nie st.

Ako na to? No prva vec ja pozriet sa a mozno ndm niec¢o podozrvié udrie do o¢i :) Napriklad
mS je stvorec. Keby aj n™*1 bol stvorec tak mame dva Stvorce ”blizko seba”. Inak povedané ak

je n+ 1 parne mohlo by platit (n =t ) <n"tlin-1< (TLTLTJrl +1)2 Prva nerovnost trividlne
plati, ak n > 1 a t4 druh4 zjavne dokonca pre fubovolné prirodzené n. No to je spor, lebo mS je
medzi 2 po sebe idtcimi Stvorcami.

Tak isto mS je tretia mocnina Keby n™t1 bola tretia mocnina, tak opét (pre n > 1) plati
(nn;— PBentlon—1<@n' s it 1)3, &o je opit spor.

Ked to ddme dokopy dostaneme, ze n = 0 alebo n =4 (mod 6)

Teraz mozeme skisit trapne zvyskovanie a v§imnuf si, ze ak n = 0 (mod 6), tak n? 1 +n —
1= —1 (mod 6), no druhd mocnina (a teda ani Siesta) nikdy nedéava zvysok -1 po deleni 6. Je
to preto lebo nedava nikdy zvysok -1 po deleni 3.

Pre tych, ktori ¢akali vzorak, ktory pochopia aj na zékladnej Skole je ¢as aby prestali ¢itat
a uverili, Zze pre zvysok 4 po deleni 6 sa to uz nejako dorazi. Pre tych, ktorych to neodradilo
ideme na to :D.

Ako sme uz videli, ¢asto sa oplati divat na to ¢i druhd mocnina moéze alebo nemédze davat
nejaky zvysok po deleni nejakym cislom, teda na kvadratické zvysky. No ziadne konkrétne cislo
po ktorom by to dalo nie¢o pekné sa nadm nedari najst. Vtedy mozeme zobrat nieco o suvisi
s n. Napriklad nela jakého delitela n. Urobime troska fintu a nezoberieme deliten, ale n + 1.
Ked¥e n + 1 je neparne, tak mé =n"+!1 4+n - 1= —-1"*t1 -1 -1= -3 (mod n +1).

Ked uvazujeme kvadratické zvysky, ¢atso je dobré zobrat to modulo nejaké prvocislo. A
kedze n +1 =5 (mod 6) tak isto ma prvoéiselného delitela p, pre ktorého plati p =5 (mod 6).
(keby malo samych so zvyskom 1 tak ddva zvySok 1 po deleni 6)

Zrejme m% = —3 (mod p). Iste by bolo pekné keby -3 nebol kvadraticky zvysok modulo p.
No a to nie je :)

TLahko totiz dostdvame

3 -GN e o=

Pre tych, ktori nevedia ako sme dostali véetky rovnosti, tak sme vyuzili zdkon kvadratickej

a

reciprocity, vztahy, ze (;) —a’ pre a = —1, (%2 ) (& )( ) a to, Ze 2 (a teda ani 6k + 5) nie

je kvadraticky zvysok po deleni 3. El
(Martin ,Vodka“ Vodicka)

Uloha C3. V rovine je danych koneé¢ne vela paﬁsovﬂ so suctom Sirok X a kruh s polomerom 1.
Dokézte, ze ak X = 7, tak pasy vieme posunut tak, aby pokryli cely kruh.
Bonus: N4jdite, ¢o najmensiu hodnotu X pre ktorti to viete dokézat.
Riesenie. Tak podme to pokryt :). Za¢neme tak, Ze zvolime jeden pas (BUNV zvisly) a posu-
nieme ho tak, aby sa jeho Tavy okraj dotykal kruznice (a aby ten pokryval ¢ast kruhu). Zvys$né
pasy si zoradime podla smeru. Presnejsie podla velkosti (najmensieho) uhla, o ktory ho musime
oto¢it v kladnom smere, tak aby bol rovnobezny zo zvislym pasom. (od najmensieho uhla k
najvi¢siemu)

Este si zadefinujeme lav( a prava priamku pasu. Pri prvom zvislom je to zrejmé. Pri ostanych
je Tava ta, ktora bude lava ked ten pas oto¢ime (ako pri zoradzovani), aby bol rovnobezny so
zvislym pasom.

Viac o kvadratickych zvyskoch moézte najst v 1.iks zborniku http://iksko.org/files/
sbornikl.pdf
“pas je cast roviny ohrani¢end dvoma rovnobezkami
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Na zaciatku je oblast, ktort méame pokryt ohrani¢ena priamkou (pravou priamkou zvislého
pasu=PPZP) a ¢astou kruznice. A teraz ich ukladat zvy$né pasy v poradi ako sme si ich zoradili.
Pas vzdy prilozime tak, aby sa jeho lava priamka dotykala nepokrytej casti. Moézeme si to
predstavit tak, ze pas akoby pride zlava (z jeho pohladu) a prvykréat ked na Tavej priamke bude
lezat bod nepokrytej casti , tak ho polozime. Tym sme dosiahli to, Ze nalavo (stdle z jeho
pohladu) od pasu nie je ni¢ nepokryté.

A teraz aby sme si situaciu zjednodusili uvazujme dalej ako nepokryti oblast, oblast ohrani-
dentt PPZP, pravou priamkou pridaného pasu a ¢astou kruznice (tou, ktora je nepokrytd). Tato
oblast je zrejme nadmnozina nepokrytej oblasti, teda ak pokryjeme tu, tak aj cely kruh.

V kazdom dalsom kroku priddme pés rovnakym spdésobom, a zase si nepokrytu oblast zvi-
¢sime, tak aby ju ohranicovali 2 priamky a cast kruznice. Takto pokracujeme a tvrdime, Ze
pokryjeme cely kruh. EI

Preco? No vdaka tomu, ze mame pasy zoradené podla smeru lava priamka prikladaného
pasu sa bude dotykat (=mat jeden spolo¢ny bod) nepokrytej ¢asti kruznice. Preto kazdy pas
pokryje nejaky oblik kruznice, ktorého dlzka je zrejme vicsia ako $irka pasu. A ak je sticet $irok
pasov aspon 2w tak zrejme ¢asom z kruznice nezostane ni¢. A zrejme neostala Ziadna nepokryta
oblast (ak ano bola by ohranicend len 2 priamkami, ¢o nejde). Preto naozaj pokryjeme cely
kruh.

Bonus: Uvedomime si, ze taku istu konstrukciu vieme urobif pre Iubovolnt krivku (mozno
je fajn ak je konvexnd) a pokryt jej vnatro. My si teda po priloZeni zvislého pasu okamzite
zviacsime kruh a to tak, ze sputime dotycnice ku kruznici kolmé na zvisly pas. Dostaneme tak
akoby polkruh prilepeny na obdlznik so stranami 2 a 1. No jeho celt jednu stranu pokryva zvisly
pas a zvysSok jeho obvodu je len 2 4+ 7. Teda Gplne rovnakou konstrukciou ho pokryjeme cely
(vratane kruhu). Plati to aj pre X =2+ 7.
Tento odhad zrejme nie je najlepsi, takze ak sa budete vo volnom ¢ase nudit vzdy sa ho
mozte pokusit zlepsit a potom sa ndm moézete pochvalit svojim tspechom. :)
(Martin ,,Vodka“ Vodi¢ka a Miro Psota)

3 Ak potrebuje$ nazorny obrazok, je o stranku nizsie.
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Prvy pas - nech je zvislo Druhy pas - tu sa hranice pasov pretinaji na
a dotyka sa kruhu. obvode kruhu. Zatial ziadny problém.

Treti pas - tu sa dotyka kruhu. Stvrty pas.
Co teraz s oranzovou oblastou? Vyplnime aj td! To ze je oranZovej este viac nam vdbec nevadi.

UZ to vyzerd nadejne. Hotovo.



