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RiesSenia 2. série

Uloha G2. Je dany trojuholnik ABC so stredom kruznice vpisanej I. Osi vonkajsich uhlov pri
vrcholoch B a C' pretnu rovnobezku s BC vedent bodom A postupne v bodoch P a Q). Nech R
Jje priesec¢nik kolmice na BP vedenej bodom P a kolmice na C'Q vedenej bodom Q. Dokazte, ze
plati |AI| = |AR).

Riesenie.

Na zaciatok si uvedomme, ze bodom I prechadzaju osi vnutornych uhlov AABC. Ozna¢me
I 4 stred kruznice A-pripisanej AABC, tymto bodom prechadza os vnutorného uhla pri vrchole
A a osi vonkajsich uhlov pri vrcholoch B a C.

Najprv si dokazeme, ze bod R lezi na priamke AII,. Je zname, ze os vnutorného a os
vonkajsieho uhla s na seba kolmé, preto BI 1L BP a CI 1 CQ, ale my vieme ze aj PR | BP
a QR L CQ. Odtial vyplyva BI || PR a CI || QR. Spolus BC || PQ mame, ze AIBC a ARPQ
maju zodpovedajice si strany rovnobezné, ¢ize tieto trojuholniky st rovnolahlé. Stred danej
rovnolahlosti bude prieseénik BP a CQ, ¢ize bod I 4. Dand rovnolahlost berie bod I na bod A,
odkial vyplieva, ze body I 4IR lezia na priamke. Spolu s AII 4 na priamke mame ¢o sme chceli
dokazat.
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|LZAPB| = |ZCBI4| = 90° — |£IBC| = |ZIBP|—|ZIBA| = |ZABP| (vyuzili sme rovnobeznost
a vlastnosti osi uhla). |ZAPB| = |ZABP| = AAPB je rovnoramenny. Nech X je stred
PB, z rovnoramennosti vyplyva XA 1 PB =— PR || XA || BI. V lichobezniku BIRP
je priamka X A rovnobezné so zakladnami a prechadza stredom ramena PB, je to preto jeho
stredna priecka, t4 potom ale musi prechadzat stredom ramena IR. Z toho vyplyva, Ze bod A
je stred IR, ¢o sme chceli dokazat.

(Roland Vinzer)



Medzindrodny koreSpondenény seminar iKS 2.séria

Uloha C2. Pre graf G ozna¢me C(G) mnozinu jeho cyklov. Pre kazdé n > 6 urcite vSetky
mozné hodnot,
ged |Cl,
Ccec(a)

kde G je graf o n vrcholoch, ktorého vsetky vrcholy maju stupen aspon 3.

Riesenie. Majme graf G o n > 6 vrcholoch, pricom kazdy jeho vrchol ma stupen aspon 3. Nech

d= gcd |C|.
cec(a)

Dokazeme, ze d = 1 alebo d = 2.

Lemma 1. Majme cyklus grafu G pozostavajici z vrcholov vi,va,. .., v (v tomto poradi). Ak
existuje hrana spajajica vrcholy vi a v;, kde 3 < i < k, potom d =1 alebo d = 2.

Dékaz. V grafe G méame cyklus vi,vs,...,v, s dlzkou k. Zaroven graf G obsahuje cyklus
v1,ve,...,v; dlizky i a cyklus v1,v;,vit1,...,v dlzky k —4 4+ 2. Plati teda, ze d | k, d | i a
d|k—1i+42. Potomaled| (k—i+42) —k+1i=2, ¢ize d je bud 1 alebo 2. O

Nech P = v1,v2,...,vm je CestaE| grafu G pozostavajlica z najviacsieho poctu vrcholov (ak
je takych ciest viac, nech je to Iubovolna z nich). Zo zadania vieme, Ze vrchol v; méa stupent
aspon 3, ¢ize musia existovat dva navzajom rozne vrcholy a, b, ktoré susedia s vrcholom vy a st
rozne od va.

Ak by a & {v1,v2,...,vm}, potom by a,v1,v2,...vm bola cesta s vi¢sim poctom vrcholov
ako P, ¢o je spor s tym, Ze P je cesta s najvicsim poé¢tom vrcholov. Preto a € {vi,v2,...,vm}.
Podobne b € {v1,v2,...,Um}.

Nech a = v; a b= vg. Vieme, Ze i a k st rézne od 1,2 (¢o plati, lebo vrcholy a, b st spojené
hranou s vrcholom v a st rozne od v2), preto i,k > 3. Zaroven i # k (Co plati, lebo a a b su
navzajom rozne). Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¢ < k. Potom 3 <14 < k.

Vrcholy v1,v2,v3, ..., vk tvoria cyklus. Zaroven plati, ze vrchol v; je spojeny s vrcholom vy,
pricom 3 < i < k. Podla lemmyteda pre graf G plati d = 1 alebo d = 2, ¢o sme chceli dokazaf.
Potrebujeme teda este overit, ¢i sa pre dané n > 6 hodnoty d =1 a d = 2 nadobudaju.

Vezmime si kompletny graf K, (¢ize graf s n vrcholmi, kde kazdé dva st spojené hranou).
V tomto grafe ma kazdy vrchol stupeii n — 1 > 5 > 3. Nech v1,v2,v3,v4 st lubovolné vrcholy
tohto grafu. Potom existuje cyklus vy, v2,v3 dlzky 3 a cyklus v, v2,v3,vs dlzky 4. Vidime teda,
ze d |3 ad|4,ateda nutne d = 1. Hodnota d = 1 sa teda nadobtuda pre kazdé n > 6.

Vezmime si kompletny bipartitny graf K3 ,_3 s particiami A, B, pri¢om |A| = 3. Inymi
slovami mame n vrcholov, ktoré si rozdelime do dvoch mnozin A a B, pricom mnozina A bude
obsahovat prave 3 vrcholy. Dva vrcholy spojime hranou préve vtedy, ked jeden z nich patri do
A a druhy do B. Kazdy vrchol v particii A ma stupen n — 3 > 3 a kazdy stupen v particii B
ma stupen presne 3.

Majme teraz nejaky cyklus v1,ve,. .., vx grafu K3 n—3. Tento cyklus ma dizku k. Bez ujmy
na vSeobecnosti nech v; € A. Vrcholy v1 a vg st spojené hranou, a teda musia lezat v rozdielnych
particidch, ¢ize vo € B. Postupne takto vieme zdovodnit, ze vrcholy v; s nepdrnym indexom i
su v mnozine A a vrcholy v; s parnym indexom 7 st v mnozine B. Kedze vrcholy vy a vy su
spojené hranou, tak vy musi lezat v B, ¢ize k je parne &islo. Vidime teda, ze kazdy cyklus grafu
K33 musi mat parnu dizku, a teda 2 | d. Avsak ako sme uz skor dokazali, tak zaroven d = 1
alebo d = 2. Pre graf K3 ,_3 teda nutne plati d = 2, ¢ize hodnota d = 2 sa teda tiez nadobuda
pre kazdé n > 6.

1Cyklom rozumieme postupnost po dvoch réznych vrcholov v1, ..., vy takych, ze vedie hrana
medzi vrcholmi v; a v;41 a medzi vrcholmi vy a vg. Pocet vrcholov cyklu C' znadime |C|.
2Cestou nazyvame postupnost po dvoch réznych vrcholov v1,. .., vy takych, Zze vedie hrana

medzi vrcholmi v; a viq1.
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Ukézali sme teda, Ze pre kazdé n > 6 moze byt hodnota d len 1 alebo 2, pri¢om obe tieto
hodnoty sa nadobudaju.

Pozndmky opravovatela.

Niektoré riesenia sa pokusali fakt, ze d = 1 alebo d = 2, dokéazat tak, Ze nasli dva vrcholy
spojené hranou h a este dvoma dalsimi cestami Py, P> (pri¢om nepozadovali ziadne dalsie vlast-
nosti). Nésledne pokracovali tym, Ze zostrojili cykly C1 (ktory prejde cestu P; a vrati sa spit
na zac¢iatok pomocou hrany h), Co (ktory prejde cestu P> a vrati sa spét na zaciatok pomocou
hrany h) a C3 (ktory prejde cestu P; a vréti sa spit na zadiatok pomocou cesty P»). Nésledne
dokazali, ze |C3| = |C1|+|C2|—2, a teda kedze ¢islo d musi bezo zvysku delit &isla |C1 ], |C2|, |C3],
plati d | |C1] + |C2| — |C3| = 2, ¢ize d = 1 alebo d = 2.

Problém v takomto rieseni spociva v tom, ze mnoziny vrcholov takto najdenych ciest P; a
P» nemusia byt disjunktné, a teda cyklus C's vobec nemusi existovat (pretoze takyto cyklus by
prechadzal niektorym vrcholom dvakrét).

(Matej Vasky)
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Uloha A2. Je dané prirodzené ¢islo n a redlne ¢isla x1, ..., xy spliujice |z1|+ -+ |zn| = 1.
V zavislosti na n najdite minimum vyrazu

| —z1| + |z1 — z2| + |z1 + x2 — @3+ -+ w1 + 22+ -+ Tpo1 — znl.

Riesenie. Ukéazeme, ze hledané minimum je in T-

Za&neme konstrukei. Necht 21 = 11 a pro i > 2 plati z; = W Potom pro ¢ > 2 plati

2"’1.
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Diky tomu budou skoro vSechny absolutni hodnoty v minimalizovanem vyrazu nulové. Ne-
nulovéa bude jen ta prvni, jejiz hodnota bude | — 2n —+| = 57—, pfesné jak chceme.

Nyni udélame odhad zadaného vyrazu, neboli dokazeme7 ze nemuze byt mensi. Nejprve si
pfipomeinime trojuhelnikovou nerovnost. Pro libovolna realna ¢isla ay, ..., ap plati

lar] + -+ lak| > a1 + -+ + agl.

Specidlné pro libovolna redlna ¢isla a a b plati |a — b| + |b| > |a — b+ b = |al, tedy
la — b > |a] — [b].

Nyni miizeme rozdélit kazdou z absolutnich hodnot v minimalizovaném vyrazu nasledujicim
zpusobem:

lz1+- Az —ag| = |z — (@14 Fai-1)] 2zl = e+ @] > e = e = =]
Tim ziskdme vyraz, kde jsou jen absolutni hodnoty jednotlivych proménnych. AvSak vsechny
aZ na |zn| odeé¢teme alespori jednou, zatimco ji pri¢itdme pravé jednou, nas odhad je tedy
hodné zaporny. To vyFesime tak, Ze hned na zacatku absolutni hodnoty zmensime pfenasobenim

néjakou nezapornou mocninou % Protoze absolutni hodnoty jsou nezaporné, hodnota vyrazu
se tim opravdu muze jen zmensit. Odhad vyrazu tedy je nasledovny:
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presné jak chceme.

Pozndmky opravovatela. Konstrukce je motivovana tim, Ze chceme vétSinu absolutnich hodnot
vynulovat a nalézt ji zvladli vSichni, kdo tlohu odevzdali. Bohuzel mnoho fesitela se pokusilo
tuto motivaci vyuzit i v odhadu, coz se ukazalo byt scestné. Uspésna feseni casto vyuzivala
néjakou formu indukce. (Majda Misinova)
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Uloha N2. Je dany nekonstantny polyndém f s celo¢iselnymi koeficientami taky, ze f(1) # 1. Pre

prirodzené ¢islo n, budeme symbolom D(n) znaéit mnozinu jeho kladnych delitelov. Prirodzené

¢islo m nazveme f-pekné, pokial existuje nejaké prirodzené n, pre ktoré nastava rovnost mnoiirﬂ
f(D(m)) = D(n).

Dokazte, ze existuje iba konecne vela f-peknych prirodzenych ¢isel.

Riesente.

Sporom dokéazme, ze veduci koeficient polynému f je kladny. Keby bol zaporny, tak pre
dostato¢ne velké m plati, ze f(m) je vzdy zadporné a teda by sa f(m) nemohlo rovnat ziadnemu
prirodzenému ¢&islu z nijakej mnoziny D(n). Tym padom veduci koeficient polynému je kladny.

Kedze funkénd hodnota asponi jedného delitela m musi byt 1 pre vsetky f-pekné m, tak
existuje aspoinl jedno €islo z pre ktoré f(x) = 1. Zo zadania tiez vyplyva, Ze aspon jedno z je
vicsie ako 1. KedZze f je polyném, tak najvicsie x, pre ktoré toto plati ozna¢me b (lebo polyném
f(xz) — 1 ma len koneéne vela korefov).

f-peknych prvocisel nie je nekoneéne vela, lebo by to znamenalo, Ze pre nekonec¢ne vela &isel
nadobuda ich funkénd hodnota cislo 1.

Tym paddom nadm staci uz len dokazat, Ze aj f-peknych zloZenych ¢isel je len konecne vela.
Ozna¢me si teda najmensie prvodéislo deliace ¢islo m ako p a jeho druhého najvicsieho delitela
ako d. Teda m = pd. Plati, Ze p musi byt vzdy mensie rovné ako b, lebo inak by medzi delitelmi
m-ka nemohla byt ich funkéné hodnota rovna 1. To znamen4, %e pre nam stacéi dokazat, Ze pre
vsetky prvodisla p mensSie rovné ako b plati, Ze je len konecne vela ¢isel d takych, ze m je f-pekné.
Zoberme si teda jedno z tychto prvocisel.

Cislo n musi maz aspoii dvoch delitelov a teda ozna¢me najmensie prvoéislo deliace n ako g
a jeho druhého najvicsieho delitela ako e. (e sa moze rovnat 1) Vieme, Ze pre dostatocne velké
¢islo d plati, ze f(m) > f(d) > f(iny delitel m-ka), lebo od istého bodu je kazdy polyném s
kladnym koeficientom rastiica funkcia. Kedze vSsak mame dokdzat, Ze takychto d je nekonecne
vela, tak to mame dokazat aj pre nekonecne vela ,velkych“ d (lebo ,malych® d je len kone¢ne
vela). Tym padom plati, ze f(pd) = eq, f(d) = e, z éoho vyplyva, Ze mame dokazat, Ze pre
nejaké konkrétne p, nekonecéne vela &isel d a nejaké g plati, f(pd)/f(d) = q.

Ozna¢me stupen polynému f ako « a jeho veduci koeficient k. Potom plati, Ze limita po-
stupnosti f(pd)/f(d) je rovna

fap) Mmoo IR e
m —* = lim 5 = @ - 5 P 1
doo f(d)  dmoo LA gy, SOk

Polyném f nemoéze byt len konstanta krat =%, lebo by v prirodzenom definiénom obore nedo-
sahoval hodnotu 1 (unless nie¢o zakazané v zadani). Tym padom pre nejaké éislo d dostato¢ne
velké bude platit, ze 0 < |f(pd)/f(d) — p®*| < 1 a teda f(pd)/f(d) nebude moct byt celé &islo.
Tym padom pre kazda dvojicu &isel p a d existuje len konecne vela vyhovujicich é&isel d, ¢o
dokazuje nas priklad.

(Martin ,, Kopy“ Kopdany)

3Vyrazom f(D(m)) tu jednoducho myslime mnozinu vsetkych hodnét f(d) pre d € D(m).
5



