12. roénik, 2022/2023 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

ResSeni 3. série
Uloha N3. Je dédno kladné celé &islo n. Naleznéte vSechny n-tice realnych cisel (a1y...,an)
spliujici soustavu rovnic

lar —a2|=2-Jag —ag|=--=(n—1)|an—1 —an| =n-|an —a1].

Resent. Konstantni n-tice rovnici spliiuje, ukdzeme Ze jind neexistuje. Necht d; = a; — a;4+1,
s;dq
i

n n
s;d1 i
d; = E - = -
1 i-1 im-1 *

indexy brany modulo n. Snadno vyjadfime d; = , kde s; je bud —1 nebo 1. Také vime ze

n
0=

=
Posledni sumu vynasobime nejmensim spole¢nym nasobkem cisel ne-vétsich nez n abychom
pracovali s celymi ¢isly

i Si ns'n(n) _o.

i=1 v
Jenze ted mame na pravé strané sudé ¢islo a na levé soucet n — 1 sudych éisel a jednoho lichého.
To proto Zze mocnina 2 v prvoéiselném rozkladu nsn(n) je k a jediné ¢islo 1 < i < n které je
délitelné 2% je pravé 2F. Dostali jsme nesmysl, tedy zadné nekonstantni n-tice neni vyhovujici.

Pozndamky opravujictho. Vétsina feSeni byla podobna tomu vzorovému. Mnoho z nich pouzivalo
Bertrandav postulat a nékdy byl zaveden ponékud vagné, kvuli cemuz nebylo jasné jak fesi ilohu
pro néjaké malé n. Pii pouziti néjaké véty je dobré ji vyslovit, zejména kdyz neni jednoznacné
jak pfesné ta véta vypada. (Vasek Vorécek)

Uloha C3. V kruhu sedi 2n hladovych orgii iKSka. Jeden z nich, Ales, je ze vSech nejhladové;jsi.
Na zacatku je mezi orgy néjak rozdéleno m suSenek. Orgové si mohou suSenky posilat podle
nésledujicich dvou pravidel:

(i) Kazdy mize suSenku poslat pouze svému sousedovi ¢i sousedce.
(ii) Pokazdé, kdyz org predavé susenku, musi sdm také jednu dalsi suSenku snist.

V zavislosti na n najdéte nejmensi ¢islo m takové, Ze pfi libovolném pocatecnim rozdéleni susenek
mohou orgové konat tak, aby se k Alesovi dostala alespon jedna suSenka.

Reseni. Ukazeme, ze nejmensi mozné m je rovné 2. Nejprve ukazeme, ze m je alespon 27.
Oznacme si orgy v kruhu A_ 41, A_p42,..., A0, A1, A2, ..., An tak, ze Ag je Ales, pficemz
pisme A_,, = A,. VSimnéme si, Zze pokud org posle susenku sousedicimu orgovi s nizsi absolutni
hodnotou indexu (naptiklad A4 k Asz), jednu téz sni. Org As tak ziskal suSenku, kterd ma
»dvakrat vyssi“ potencial se dostat k AleSovi. Tuto myslenku zrobustnime.
Zavedeme veli¢inu, kterd bude cenit vice suSenku u orga, pokud je blize k Alesovi. Oznacme
tedy a; pocet susenek, které v dany moment drzi org A;, tomuto orgovi téz priradime potencial

ﬁ a potencidlni vdha susenek tohoto orga bude 2‘7;‘ . Potom veli¢ina

n a;
P= > oW

i=—n+1

je skrz cely proces predavani susenek monovariantni. Totiz pii predani org bud posle susenku
orgovi s vySSim a nebo niz§im potencidlem. V prvnim pfipadé se P zjevné nezméni, v tom
druhém se P snizi. Proto P je nerostouci veli¢ina. Pokud se v néjaky moment dostane susenka
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k Alesovi, tak musi P byt na zacatku procesu byt alesponi potencidl Alese, tj. 1. Pokud uvazime

situaci, Ze na zac¢atku je vSech m suSenek u orga A, tak aby se néjaka dostala k Alesovi, musi
platit % > 1, tedy m > 2™. Dale ukazeme, ze pro libovolné rozlozeni m > 2™ suSenek mezi

orgy dostaneme susenku k Alesovi.

Dejme tomu, ze AleS nemé zadné susenky, tedy ap = 0. VSimnéme si ale, ze potom

-1 n—1
Z ai+zai22n_ana
i=—n+1 i=1

tedy alesponi jeden ze souc¢til na levé strané je alespon 271;'1" . BUNO necht Z?;ll a; > o
Tvrdime, ze kdyz vsichni orgové Aj, Aa,..., Ay budou davat suSenky smérem k Alesovi (tedy
org A; bude vzdy davat susenku orgovi A;_1), tak Ales n&jakou dostane. Pro spor nechf zddnou
nedostane a zadny z orgi uz nemize zddnou susenku poslat (tedy kazdy m4 jednu nebo zddnou).

V takovém piipadé nejvétsi mozny soudet potencidlnich vah orgl Ay, Az,..., Apje > 1 2% =
1-— 2% < 1 a to, kdyz vSem zbude pravé jedna susenka. Soucet potencidlnich vah ale mizeme

odhadnout jesté nasledovné:

“a; a a; _ a a; a 1= a 1 2"—a
K3 n K n (2 n n — Un
57:74,_ 7>7+E :27"1‘2717_15 a1227+2n_1T=1
" i—1 =1

Dostavame tak, Ze soucet vah je urcité alespon jedna. Pokud ale budeme posouvat susenky
smérem k Alesovi tak, jak jsme jiz fekli, se tento soucet vah nebude ménit. Zaroven ale pokud
by nemél Ales nic ziskat, tak jak jsme jiz ukazali, by soucet vah musel byt ostfe méné nez 1.
Néjaka susenka se tedy k Alesovi urcité musi dostat.

(Zdenék Pezlar)

Uloha G3. Sféru nazveme [XY]Z-pramérnou, pokud jeji priinik s rovinou XY Z tvoii kruznici
nad priimérem XY . Ctyistén XY ZW nazveme XY Z-kulovym, pokud existuje sféra S procha-
zejici vrcholy X, Y a Z, kterd je zaroven [XY|W-, [YZ|W- i [ZX|W-primérnd. Dokazte, ze
pokud ¢tyrstén ABCD je BC D-kulovy, pak je i ABC-kulovy.

Reseni. Ukdzeme, Ze Ctyfstén je ABC-kulovy pravé tehdy kdyz jeho protéjsi hrany jsou na sebe
kolmé. Protoze tato charakterizace je symetricka, tak z toho plyne celéd uloha.

Predpokladejme, ze je ¢tyistén ABC-kulovy se sférou S. Pak oznaéme postupné K, L, M
pruseé¢iky S s DA, DB, DC. Protoze sféra S je [AB]D-primérna, tak BK L DA. Analogicky,
protoze je [AC]|D-primérnd, tak CK | DA. Z toho, z2e BK 1L DA 1 CK plati BKC L AD a
tedy BC' L AD. Analogicky dostaneme, ze AB | DC a AC 1 DB.

Na druhou stranu, pfedpokladejme, ze protilehlé hrany jsou na sebe kolmé. Pak ozna¢me
K bod na AD takovy, ze CBK 1L DA. Déle oznaéme L bod na DB takovy, ze ACL 1 DB.
A nakonec ozna¢me M bod takovy, ze AMB 1 DC. Nyni sestrojime sféru S takovou, ktera
prochdzi body A, B, C, K. Pak protoze AK | KB, tak je [AB]D-pramérna. Analogicky protoze
CK 1 DA, tak je [CA]|D-primérné. Protoze je [AB]D-prumérna, tak L lezi na S. A protoze
CL 1 DB, tak je S i [CB]D-primérna. Tedy je ¢tyfstén ABC-kulovy.
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(Radek Olsak)

Uloha A3. Najdéte vsechny polynomy P(x) s celociselnymi koeficienty takové, Zze pro kazdé
kladné celé ¢islo n mé polynom P(...P(z)...) vSechny kofeny celoc¢iselné

n-krat

Reseni. Rozebereme postupné polynomy podle stupiiii. Nejprve se podivame na konstantni
polynom P(x) = k. Pokud by bylo k = 0, tak ma zjevné necelodiselny kofen, takze neni feSenim.
Pro k # 0 a libovolné n € Z* je P (x) = k, coz nemé #adny koten, take libovolné P(z) = k # 0
vyhovuje zadani.

Nyni se podivdme na polynomy prvniho stupné. Nejprve na polynomy tvaru P(z) = +z+a,
kde a € Z. Takovéto polynomy maji vzdy jeden celociselny kofen Fa. Muzeme si ale vSimnout,
ze poté mame P"(x) = (£1)"x + an, kde an je opét né&jaké celé &islo. Takovyto polynom
ma opét jeden celoCiselny kofen a vyhovuje tedy zadani. Pokud nyni mame polynom tvaru
P(z) = kx + a, kde |k| > 2, tak mdme kofen — 7, ktery aby byl celo¢iselny, musi platit & | a.
Méme ale P"(z) = k(k(---((kx +a) +a)--+)+a) +a=k"z+ E?:_ol kia = k"x + aZ;:Ol kt.
Aby kofen tohoto polynomu byl opét celo¢iselny, musi platit k™ | ay "
vsimnout, ze ged(k, Z?:_OI k%) je z jednoduchého Eukleidova algoritmu rovno 1. Tim padem i
ged(k™, 771 k%) = 1 a aby platilo k™ | a 377 k?, musime mit k™ | a. Toto by mélo platit pro
kazdé n. k™ ale neni omezené, tedy pro dost velké n urcité plati |k™| > |al|, takZe aby platilo
k™ | a musi byt a = 0. Mame tak, Ze pro |k| > 2 musime mit uz polynom P(z) = kz, ktery
zjevné vyhovuje. (P™(z) ma vzdy pouze jeden kofen, a to nulu.)

Nakonec se podivejme na polynomy, jejichz stupen d je alespon dva. Takovy polynom musi
mit ze zadani pravé d celociselnych kofenti véetné nasobnosti. Pro spor nyni predpokladejme,
ze mé dva kofeny a,b € Z takové, ze a # b. Polynom si muzeme rozlozit na jednotlivé linedrni
¢leny a dostaneme tak (z — a)(x — b) | P(x). Za x mizeme ”dosadit” P(z), ¢imz dostaneme
(P(x) — a)(P(x) — b) | P(P(z)) = P?(x). Vsechny kofeny polynomi P(z) —a a P(x) — b jsou
zaroven kofeny P<(z), tedy musi byt ze zadani celo¢iselné. Oznaéme si postupné koreny P(x)—a
jako a1,az2,...,aq a kofeny P(z) — b jako b1, b2, ...,bq. Ze zndmého vztahu r — s | P(r) — P(s)
pro libovolné r,s € Z a P € Z[z] mame a; — b; | P(a;) — P(b;) = a — b. Podivame se ted na dva
ruzné pripady:

_01 k*. Muzeme si ale

1Rikédme, ze polynom @Q md viechny koteny celociselné, pokud pro kazdé z € C spliujici
Q(z) = 0 plati z € Z.
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1. Pro vSechny 1 < i,j < d plati |a; — bj| = |a — b|. UkéZeme ted, ze je a1 = a2 =--- = aq
nebo by = ba = --- = by. Dejme tomu, Ze ai,a2,...,an nejsou vsechna stejna, tedy
existuje i,j takové, ze a; # a;. Viimnéme si ale, Ze pro kazdé i z naseho predpokladu
plati, ze je bud a; = b1 + |a — b, nebo a; = b1 — |a — b|. Protoze ale existuji a; # a;, tak
pro né&jaké i je a; = by + |a — b| a pro né&jaké j je aj = by — |a — b|. Z pFedpokladu mame,
ze pro kazdé 1 < k < d je |a; — bg| = |aj — bg| = |a — b|. Protoze ale |a; — aj| = 2|a —b|,

a;+aj
2

Mame tak opravdu, Ze si jsou a1,as,...,aq nebo by, b, ..., by rovny. BUNO necht a; =

az = -+ = ag, neboli P(x) —a = k(z —a1)?, kde k # 0 je n&jaké celé &islo. V ptipads, Ze

d > 3, kofeny polynomu P(z) —b = k(x —ay)%+a—b tvofi v komplexni roviné pravidelny

£0

(méme a # b). Protoze ale d > 3, tak nemohou vSechna tato ¢isla leZzet na realné ose
a néjaka z nich musi byt komplexni. Uz jsme ale ukézali, ze vSechny kofeny polynomu
P(x) — b jsou i kofeny polynomu P?(z). Mame tak spor.

tak musi byt by = , neboli jsou si vSechna by, ba,...,bg rovna.

d-thelnik se stiedem v &isle a; a polomérem (vzdalenosti kotfent od stiedu) IFTG

2. Jinak existuji 1 < 4,5 < d takova, ze 0 < |a; — bj| < |a — b|.

Vezmenme si nyni polynom P’(z) = P?(z) a zvolme si a’ = a; a b’ = bj, coz uz vime, Ze jsou
koteny polynomu P2 (z). (Zaroven vime, e a; # bj.) Stupeii tohoto polynomu je alespor dz > 4.
S témito ¢isly a’ a b’ a polynomem P’(z) miZeme nyni provést stejnou véc jako s polynomem
P(z) a &isly a a b. VSimnéme si ale, ze diky deg(P™(x)) > deg(P?(x)) = d? > 4 nemuze nastat
prvni pfipad (v ném totiz pro stupné vétsi nez 2 mame spor). Musi tak vzdy nastat druhy
ptipad. Toto mizeme délat donekonecna, ¢imz ziskdme ostie klesajici posloupnost pfirozenych
&isel |a — b > |a’ — b'| > |a” —b"| > -+ > 0. Zadna takova posloupnost ale neexistuje.

Koneéné tak mame, ze vechny kofeny polynomu P(z) jsou si rovny, tedy P(z) = k(z —a)®.
Pokud a # 0, tak ma P?(z) = k(k(z — a)® — a)¢ v pfipadé d > 3 opét né&jaky komplexni kofen
(obdobné jako piedtim). Pokud d = 2, tak ma P?(x) dvojici riiznych kotenti a+ \/% Pokud jsou
komplexni, tak jsme uz hotovi. Jinak mizeme postupovat podle toho, kdyz ma néjaky polynom
ruzné koreny, z ¢ehoz ale mame spor.

Zb§vaji ndm uz tak pouze polynomy tvaru P(z) = ka?, které zadani zjevné spliuji, protoze
P™(z) mé vzdy pouze jediny kofen, a to nulu. Dohromady tak mame nésledujici feseni:

e Plzx)=dz+a,kdea€Z

o P(z) =kaz? kde k € Z~ {0} ad € Ny

(Radek Olsak)



