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ReSeni 6. série
Uloha A6. Nijdite vsetky funkcie f: R — R, ktoré spliiajii nasledovné podmienky:

e Pre kazdé x plati f(2?) = f(x)? — 2z f(z).

e Pre kazdé x plati f(—z) = f(x — 1).

e Ak 1<z <y, tak potom f(z) < f(y).
Reseni. Ukéazeme, Ze jedinym riesenim je f(z) = 22 + = + 1. Netradiéne urobime skasku hned
na zaciatku:

f@H)=at+22+1=(2+z+1)2% -2z +2+1) = f2(z) — 2zf(z),

fco)=a2?—z+1=(x-1)°+(@—-1)+1=fz—1)
a kedze pre vietky = > 1 je 22 aj x rasttica, tak aj f je rasttica na (1, 00).
Oznaéme g(z) = 22 + = + 1 a ukdzeme, ze f(x) = g(z) pre vietky = € R. Dosadenim z = ¢
a x = —t do prvého vztahu dostdvame:

F(E2) = f2(t) = 26/ (8) = F2(=) + 2t (1)
F2() = f2(=t) = 2t (8) + 2t f (1)
(f@®) = FENE@) + f(=1) = 2t(f (1) + f(=1)
Kedze obor hodnoét f je kladny tak f(t) + f(—t) > 0 a po vydeleni dostavame f(t) — f(—t) = 2t
a dosadenim podla f(—z) = f(z — 1) dostdvame
f@)—ft—1)=2t.

Dalej si dokazeme nasledujice tvrdenie (x):
Ak pre dané y plati f(y) = g(v), tak aj f(y+1) =g(y+1) a f(y — 1) = g(y — 1), a pokial
jey >0, tak aj f(y/y) = 9(\/9)-

Podla vyssie uvedeného vztahu plati

fly+1) - fly) =2(y+1),
teda
fy+D) =y’ +y+1+20+1) =@+’ +@y+1)+1=gy+1).
Podobne vieme, ze
fly) = fly—1) =2y,
teda
fy-D=y’+y+1-2y=(y-1>+(y—1)+1=9g(y—1).

Dalej dosadime = = /g do prvého vztahu. Dostaneme

vy +1=fy) = 2(VY) — 259 (V).
Oznac¢ime a = f(,/y) a dostaneme
a? —2ayy— (¥ +y+1)=0.
Této kvadratickd rovnica ma iba jedno kladné rieSenie a = y + \/y + 1, a preto f(/y) = a =

9(v/Y)-

Dosadenim z = 0 do prvého vztahu v zadani dostavame f(0) = f2(0) a kedze obor hodnét f
je kladny tak f(0) = 1, a teda f(0) = g(0). Indukciou z (x) dostaneme, ze f(x) = g(x) pre vSetky
celé z a pre vietky = = 2% kde n, k su prirodzené. Ak by sme teraz ukazali, ze f(z) = g(x)
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pre vietky z z nejakého intervalu (z, z + 1), tak vyuzitim (x) pomocou indukcie dostaneme, ze
f(z) = g(x) pre vSetky = € R.

Zoberme si teda z = 2 a dokdzme, ze f(z) = g(z) pre vSetky =z € (2,3). Dokdzeme to
sporom. Predpokladajme, Ze existuje nejaké také y € (2,3), ze f(y) # g(y). Je jasné, ze y # 2,
y#3aT7=g(2) < f(y) < g(3) =13, inak by sme dostali spor okamzite z rastucnosti. Kedze g
je spojita, tak uréite existuje h € (2, 3) také, ze g(h) = f(y).

Najprv si zoberme pripad, ze g(h) = f(y) > g(y). Z rasttcnosti funkcie g vieme, ze 3 > h >
y > 2. Ukdzeme, ze v (9(y), f(y)) existuje &islo ¢ také, ze ¢ = g( 2%) pre nejaké prirodzené n,
k. Potom z rasticnosti funkcie g na intervale (2, 3) dostaneme, ze y < 2/ma podla (x) vieme,
ze f( 2%) = g( 2%) < f(y) a dostavame spor s rastticnostou funkcie f na (2,3). Staci teda
ukazat, ze také c existuje. Uvazujme

2" _y2*’ = (h—y)(h+y) (K +y2)"‘(h2k_1 +y2k—1) '

Kedze h,y > 1, tak h2* — y2lC > 25(h — y) a teda uréite ide zvolit také k, aby h2* — y2k >
(h — y)2* > 1. Nakolko medzi h2* a yzk urcite existuje nejaké prirodzené n, potom 2% jev
(y,h) atedaajc=g( 2%) je v (9(y), f(y)). Uvedené c sme nasli a teda nastava spor. V pripade,
ze g(y) > f(y), postupujeme analogicky. Preto je jediné vyhovujice riesenie f(x) = 22 + 2 + 1.

Pozndamky opravujictho. Skoro vsetci riesitelia sa s prikladom popasovali spravne, bohuzial
poniektori nestastnici zabudli na skusku. (Marta Kossaczka)

Uloha N6. Nijdite vSetky prirodzené ¢isla k také, Ze stucin prvych k neparnych prvoéisel sa dé
zapisat v tvare a® + 1, kde a, b st prirodzené éisla, pricom b > 1.

Reseni. Oznac¢me si prvych k neparnych prvoéisel p1 < p2 < --- < pi a ich stéin Pj.

Prvé pozorovanie je, ze nam staci uvazovat prvociselné b. Prec¢o? Nuz, ak b = cp, kde p je
prvoéislo, tak ak P, =ab+1=a? +1 = (a®)P 4+ 1, a méme ho zapisané v tom istom tvare, no
exponent je prvocislo.

Zrejme b # 2, lebo 3 | Py, a teda a® = —1 (mod 3). Avak —1 nie je kvadraticky zvysok modulo
3.

Nech b = p < pg. Zrejme p | P, preto a? = —1 (mod p). No z malej Fermatovej vety aP = a
(mod p), a teda a = —1 (mod p). No teraz podla LTE vieme povedat, ze vp(aP + 1) = vp(a +
1) + vp(p) > 2. (kde vp(m) znamend, kolkokrat je prvoéislo p v prvociselnom rozklade m). A
teda p? | Py, ¢o je spor, lebo kazdé prvoéislo deli Pj najviac v prvej mocnine.

Z toho vieme povedat, ze b > py. Zrejme a nie je delitelné ziadnym prvocéislom od p; aZ po pg.
(inak aj a® aj a® + 1 st delitelné tym prvocislom). Keby a > py, tak zrejme a® + 1 > pik >
pﬁ > Py, €o je spor.

Ostal nam teda uz len jeden pripad, a to ten, e a = 2¢. Potom a? + 1 = 2% 4+ 1. No mocniny 2
dévaju po deleni 7 zvysky len 1, 2 a 4. Preto toto nie je delitelné 7, avsak Py pre k > 3 je.
Vyskusat pripady k = 1, k = 2 nie je tazké a ani jeden z nich nevyhovuje (P1 = 3, P, = 15).
Presli sme teda vSetky moznosti a nikde nevyslo rieSenie. Preto také k neexistuje.

Pozndmky opravujictho. Pripad b < pj (asi najtazsi) siel vyriesit aj bez LTE — stagcilo si polozit
a = mp—1 a roznasobit. Okrem toho na tomto priklade nebolo skoro ni¢ tazké, len sa netrebalo

zadarmo. (Mato ,Vodka“ Vodicka)

Uloha G6. Majme konvexny §tvoruholnik ABCD s kolmymi uhloprieckami pretinajtcimi sa
v bode E. Ozna¢me P bod na strane AD roézny od A taky, ze EP = EC. Kruznica opisand
trojuholniku BCD pretina stranu AD v bode Q, ktory je rozny od A. Kruznica prechadzajica
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cez A, ktora sa dotyka EP v bode P, pretina usecku AC v bode R. Ak B, @, R su kolinearne,
tak ukdzte, ze |(EBCD| = 90°.

Reseni. (Volne podla Buj Truc Lama.) Sktisme sa pozriet najprv na bod R. Je dost kompliko-
vane zadefinovany, tak si skisme prepisat podmienky na zmysluplnejsie. Pozrime sa na mocnost
bodu E ku kruznici dotykajtcej sa AD v P prechadzajtcej cez A. Plati |ER|-|EA| = |EP|? =
|EC|2. Vsimnime si, ze sme prave vyuzili naplno informéciu o bode P, a bod R je jednoznac¢ne
urceny.

Uloha sa nam dost zjednodusila. Zafixujme si body A, B, D, E a pozrime sa, ¢o sa stane,
ak budeme postuvat bod C po priamke EA smerom od bodu E. Bod P sa bude hybat k bodu D
a bod R k bodu A (poriadne si to rozmyslite). Podobne, ak budeme postvat bod C po priamke
E A smerom k bodu F, bod P sa bude hybat k bodu A a bod R k bodu E. Teda rovnost uhlov
|£QBD| = |ZRBD| (ekvivalentna s kolinearitou B, R, Q) moze platit pre najviac jednu polohu
bodu C. UkazZeme, Ze to plati pre |ZBCD| = 90°.

Ak |£ZBCD| = 90°, tak z Euklidovej vety o vyske vyplyva |ED|- |EB| = |EC|? = |ER| -
|EA|, a vdaka tomu, ze |ZBER| = 90° = |ZDFEA|, mdme podobnost trojuholnikov DEA a
BER, z &oho |£DAE| = |ZRBD]|. Dalej z tetivovosti BCDQ méme |ZAQB| = 90° a kedze
tiez |ZAEB| = 90°, tak dostadvame tetivovost ABEQ, ktora nam zarucuje rovnost |ZQAE| =
|ZQBE|. Dokopy teda |ZRBD| = |£LDAE| = |ZQAE| = |£ZQBE| = |ZQBD|, ¢o ndm dava
pozadovant kolinearitu @, R, B. (Filip ,,Hiphop“ Hanzely)

Uloha C6. V kazdom vrchole pravidelného n uholnika je polozend minca. V kazdom tahu si
vyberieme nejakt stranu, a vymenime 2 mince, ktoré lezia vo vrcholoch vybranej strany. Urobime
niekolko takych tahov, az nakoniec kazdéa dvojica minci bude vymenend prave raz. Dokéazte, Ze
nejakd strana nebola vybrand (teda Ze sa nevymieriali mince v jej vrcholoch).

Reseni. (Podla Anh Dung Le Tondu.) UkdZme najprv, Ze existuje minca, ktord sa hybe len
jednym smerom.

Oznac¢me jeden smer pohybu po kruznici ako kladny a druhy ako zdporny. Ak sa minca
pohla v k; tahoch kladnym smerom, potom sa v n — 1 — k; fahoch pohla zdpornym smerom
(v kazdom tahu, ked sa s nejakou mincou vymenila, sa pohla prave jednym smerom a spolu
sa vymenila prave raz s kazdou zo zvys$nych n — 1 minci). Ststredme sa na niektord mincu s
maximalnym k;; oznaCme ju x.

Postupujme sporom — predpokladajme, Ze k, < n— 1, teda minca z sa asponl v jednom tahu
pohla zdpornym smerom. V posledom z takychto tahov (ozna¢me ho ¢) sa vymenila s mincou,
ktort oznacime y. Teraz oddelene ukazme, Ze:

e Tesne pred tahom t bolo ky > k.
Ak sa v nejakom tahu pohla z kladnym smerom a vymenila sa pri tom s mincou z,
dostane sa tym z medzi = a y (tie sa zatial eSte vymenit nemohli). Na to, aby sa mohla
y spomenutym spésobom vymenit s z, sa musi pred tym vymenit so z tak, Ze sa y pohne
kladnym smerom (z a z sa uz vymenit nemézu). Ak teda vymenou s mincou z narastie kg,
o 1, tak musi k, tiez vymenou so z narast o 1; to plati pre kazda mincu z, teda ky > k.

e Po tahu t je vzdy ky > k.
Hned po tahu t to plati, lebo pred nim bolo k; > k, a pocas neho sa k, zvicsilo o 1.
Minca « sa uz smie hybat len v kladnom smere (z predpokladov o tahu ¢) a nesmie sa
pri tom uz vymenit s y, preto sa y musi eSte pohnit kladnym smerom asponi tolko krat,
kolko krat sa este pohne z. Tym je dokdzané aj ky > k.

Uz je jasné, ze minca y bude mat vicsie k ako minca x, ¢o je spor s maximalitou k. Preto
je kz =n — 1 a x sa hybe len kladnym smerom.

Teraz ukazme, ze hrana h, ktord nebola vybrana pri ziadnej vymene s mincou z, ostala
nevybrana cely ¢as. Postupujme opét sporom — predpokladajme, Ze v nejakom tahu ¢ je tato
hrana pouzita pri vymene minci y, z réznych od z.
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Dovtedy si moézeme hranu h zmazat a zvySok kruznice narovnat na tsecku; vidime, ze vSetky
mince, ktoré sa s x vymenili, s na jednej strane (BUNV nalavo) od z, a vietky, ktoré sa s x
nevymenili, s napravo. V fahu ¢ sa vymenia mince na koncoch tejto usecky; BUNV y na lavom
a z na pravom konci. Odteraz sa ale bude minca x musiet vymenif s y na to, aby sa mohla
vymenit so z (lebo y,z sa zasa vymenit nemézu a z,z sa maju vymenit tak, Ze sa x pohne
kladnym smerom); to ale nemoze, lebo x,y sa uz raz vymenili.

Dosli sme k sporu so zadanim — nevieme vymenit vSetky mince (napr. z,z). Preto musi
hrana h ostat nepouzitd. Nielen Ze sme tvrdenie zo zadania dokazali, ale aj popisali, o ktort
hranu ide. (Jakub ,, Xellos“ Safin)



