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RiesSenia 6. série

Uloha G6. V ostrouhlom trojuholniku ABC s opisanou kruznicou w su E, F pity vysok
z vrcholov B, C a priesecnik BE s CF' je H. Priamka AH po druhykrat pretne w v bode P # A.
Priamka PE pretne w po druhykrat v bode Q # P. Dokézte, ze BQ rozpoluje tisecku EF .

Riesenie. Patu vysky v trojuhelniku ABC z vrcholu A oznaé¢ime D. Necht K a L jsou postupné
body na BE a BQ tak, aby D, K a L lezely na jedné pfimce rovnobézné s EP. Prusecik BQ a
EF oznacime M.

P

Vime, ze P je obraz H podle BC, takze D je stfed HP. Protoze DK je rovnobézna s EP,
je DK stredni pricka trojuhelniku HPE. Tudiz K je stfed EH. Sta¢i nam proto dokazat, ze
KM je rovnobéznd s FFH — potom totiz budeme védét, ze KM je stfedni pricka trojihelniku
EFH, tedy M je stfed EF', coz chceme.

Uhly v trojahelniku ABC oznaéime obvyklym zpiisobem. Plati

/MLK = /BLD = /BQP = /BAP =90° — 8 = /BCF = /BEF = /KEM,

takze ctytuhelniky MKEL a BDLA jsou tétivové. Protoze tthel ADB je pravy, primérem
kruznice opsané BDLA je AB. Zaroven uhel AEB je také pravy, tedy F na této kruznici téz
lezi. Tim padem

/KME = /KLE = /DLE = /DAC =90° —v= /EBC = /CFE = /HFE.

Tudiz HF || KM, ptesné jak jsme chtéli. (Rado Svarc)

Uloha AG6. Najdite vsetky realne ¢&isla k také, Ze polynom x? + kx + 1 je mozné vyjadrit ako
podiel dvoch nenulovych polynémov s nezapornymi koeficientami.

RieSenie. Jsou to vSechna k > —2. Zaprvé necht k vyhovuje, pak
P(x)

2 —
¢+ kx+1= Q)
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pro néjaké polynomy P, Q s nezapornymi koeficienty. Zfejmé musi oba byt nenulové, takze
z nezépornosti koeficientu jsou P(1) i Q(1) kladna éisla. Z toho

P(1)
124k-141="2>0,
Q1)
neboli £ > —2.
Nyni necht naopak k > —2. Pokud k > 0, staci vzit P(z) = 22 + kz +1 a Q(x) = 1. Nadale
tedy uvazujme —2 < k < 0. Zavedme posloupnost redlnych cisel {u,}52, vatahy uo = k a

Un41 = 2 —u2 pro n > 0. Viimnéme si, ze
(272 +upw + 1) (12 — UnT + 1) =2+ 2- u%)zQ +1=z*+ un+1m2 + 1.

Dokud tedy u, < 0, 1ze vychozi polynom postupné nésobit polynomy s nezdpornymi koeficienty
(x2n+1 — unaz2n + 1) a dostévat tak polynomy tvaru xszrl + unmzn + 1. Budeme chtit ukazat,
ze posloupnost {u,} ma vzdy nezadporny ¢len.

Necht jej pro spor nemé. Z —2 < u,, < 0 plyne i u% < 4, tedy up+1 =2 fu% > —2. Indukci
a pfedpokladem sporu z toho pak —2 < u, < 0 pro vSechna n. Dale plati

Up+1 — Un :2—un—ui =24+ un)(1 —un),

coz musi byt vzdy kladné éislo, neboli posloupnost uy, je rostouci. Ozna¢me f(z) = (2+z)(1—=x).
Vedouci koeficient f je zdporny a grafem této funkce je parabola s vrcholem v z = —3, procez
je ur¢ité f na intervalu (—2,—1) rostouci, pro z € (—1,0) pak nutné musi byt 2 +z > 1
il—a > 1 neboli f(x) > 1. Rostoucnosti posloupnosti {un} pak musi pro kazdé w, byt
f(un) > f(uo) > 0, dokud up € (—2,—1), anebo f(upn) > 1, jakmile u, € (—1,0). Kazdopadné
oznaéime-li ¢ = min(1, f(ug)) = min(1, f(k)), coz je kladné ¢islo, méame

Un+1 — Un :f(un) >c

pro kazdé n. Z toho uz se vzhledem k ug > —2 musi pro m > % platit
L 2
um:u0+2(u¢7ui,1) >-24m-c>—-2+--¢c=0,
i=1 ¢

coz je spor s predpokladem.
V posloupnosti se tedy vyskytne nezaporny ¢len. Necht je n nejmensi éislo takové, ze u, > 0.

Pak muZeme polozit P(z) = 22" funa? +1a
Qz) = (¢® —uoz +1) - (IQH —upo12® 4 1) ,

coz je souc¢in polynomu s nezdpornymi koeficienty, takze i jeho koeficienty musi byt nezaporné.
(Matéj Dolezalek)

Uloha N6. Pepa mé na tabuli napisani dvojicu éisel ™ a -, kde m, n st nestdelitelné
prirodzené ¢&isla. Po chvili snazenia nasiel fixky, ktorymi na tabulu méze pisat. V kazdom kroku

mobze zvolit &isla x, y napisané na tabuli a pripisat k nim ich aritmeticky priemer ITJW alebo
ich harmonicky priemer jﬁ; Néjdite vSetky usporiadané dvojice (m,n), pre ktoré Pepa dokéaze

v konecne vela krokoch napisat na tabulu ¢islo 1.

Riesenie. Ukazeme, ze Pepa dokaze na tabulu napisat ¢islo 1 prave vtedy, ked m a n st nesu-
delitelné prirodzené ¢isla a stéet m + n je mocninou dvoch. Nestdelitelnost m a n je vyntutena
priamo zadanim.

Najskor ukdzeme, Ze ak stcet m + n mocninou dvoch nie je, &slo 1 sa na tabuli objavit
nemdze. V tomto pripade teda existuje neparne prvocislo p, ktoré deli m+n. Indukciou dokézeme,
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ze p bude delit stdet ¢itatela a menovatela zédkladného tvaru akéhokolvek zlomku, ktory sa na
tabuli objavi.
KedZe m a n st nesudelitelné, zlomky 7 a ;- st v zakladnom tvare a plati pre ne p | m+n
(je to priamo nasim predpokladom).
Majme teraz na tabuli nejaké dva zlomky § a § v zdkladnom tvare také, Zze p | a +b a
p | ¢+ d. Potom ich aritmeticky priemer je
v+ 3 __ad+bc

2 2bd

Pre tento zlomok plati, ze p | (ad + bc) + 2bd = d(a + b) + b(c + d). Toto sice nemusi byt
zékladny tvar zlomku, aby vsak stcet jeho citatela a menovatela prestal byt delitelny p, musel
by sa dat zlomok vykrétit p (alebo jeho ndsobkom). Kratenie inymi ¢islami nema na delitelnost
p vplyv. To by znamenalo, Ze p | 2bd. Vieme, Ze p je neparne, nedeli teda dvojku, BUNV nech
p | b. Dalej z predpokladu vieme, Ze p | a + b, takze p | a. To je ale spor s tym, Ze % je zlomok
v zdkladnom tvare. Ak p | d, dokaz funguje analogicky.

Pozrime sa este na harmonicky priemer zlomkov % a %, ten je

2ac 2ac 2

bd  _ _bd  _ ac
a c 7 ad+be :
g agee ad + be

Pokracovat budeme podobne ako v predoslom pripade. Plati p | 2ac+(ad+bc) = a(c+d)+c(a+d).
Ak by sa dal zlomok krétit p, muselo by platit p | 2ac, BUNV nech p | a. Potom z p | a + b
mdme p | b, ¢o je opét spor s tym, ze § je v zakladnom tvare.

Skuto¢ne teda plati, ze vSetky zlomky na tabuli budi mat sidet citatela a menovatela
delitelny p, pretoze ak mame len zlomky splhajice tito vlastnost, vieme vytvorif iba zlomky,
ktoré tuto vlastnost maju tiez. Cislo 1 je zlomok v zékladnom tvare %, muselo by teda platif
p| 14 1=2, ¢o pre neparne p nastat nemoze.

Ostava ukézat, ze v pripade m + n = 2* vieme &islo 1 na tabulu dostat. Indukciou podla g
dokézeme, ze vieme ziskat lubovolny zlomok tvaru

xm? 4+ yn2
29mn

kde x +y = 29, g je prirodzené a x, y s neparne prirodzené ¢isla. Pre ¢ = 1 musime mat
mz+n2
7 2mn

Dalej predpokladajme, Ze vieme ziskat zlomky pre vSetky mozné dvojice xg, yo so suctom

r =y = 1 a chceme ziskat . To je aritmeticky priemer dvoch pociatoénych cisel.

29—1 BUNYV nech je to x. Polozme teraz o = x — 29~1, y9 = y a urobme aritmeticky priemer
Cisel

2 2 2 2 -1, 2
zom +yon m zom tyon 297 "m —1y,,.2 2 2 2
29 Tmn T 29 Tmn T 29=Tmn _ (@0 +29")m? +yon®  am® +yn
2 2 29mn 29mn

Tym je indukény krok hotovy. Teraz vieme, Ze m a n su nesudelitelné a maju parny sacet —

dostaneme zelany vysledok

nm? +mn? _ (m+n)mn

2kmn  (m+n)mn

(Michal Stanik)
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Uloha C6. Rado stoji v bode © = 1 reédlnej osi. Vzdy, ked sa nachddza v bode x = a, moze
v jednom kroku preskocit podla svojho vyberu bud do bodu z = a + 2, alebo do bodu z = 5.
V kazdom bode, ktory Rado navstivi (vratane bodu x = 1), zanechd svoju znacku. Dokazte, ze
pocet vsetkych bodov, v ktorych sa po n krokoch méze nachadzat Radova znacka (nie nutne po
tej istej postupnosti skokov), je Fnis — (n +4), kde {Fn}32  je postupnost Fibonacciho ¢isel
definovang vztahmi Fo =0, F1 =1 a Fp49 = Fp41 + Fn, pren > 0.

Riesenie. Posloupnost moznych Radovych skokii zaznamename jako fetézec nad abecedou
{+,/} délky nejvyse n, pfi¢emz + znadi skok © — x + 2, zatimco / znaci skok z — . Kdyz dale
budeme mluvit o fetézcich, budeme tim myslet prave tyto retézce. Kazdy retézec potom kéduje
misto, kam Rado doskace.

Prvné ucinime pozorovani, ze muzeme vynechat vSechny fetézce, které obsahuji podretézec
++/. Takovy podfetézec bychom totiz mohli nahradit fetézcem /+ a Rado by po obou sekvencich
doskékal do stejného mista, jelikoz %ﬂ = % + 2.

Déle tedy uvazujme jen ty fetézce, které neobsahuji podietézec ++/. Ted ukdzeme, ze pokud
mame za tohoto predpokladu dva rtizné fetézce s1, sa, pak kéduji jiné misto. Nejprve vyslovime
tfi jednoducha lemmata.

Lemma 1. Pokud fetézec s koduje bod x < 2, palﬂ s+/ i s/ kodugi bod y < 2.
Dékaz. Vzhledem k z < 2 plati £ < ££2 < 2. O

Lemma 2. Pokud tetézec s konci na /, pak koduje bod = < 2.

Dokaz. Postupovanim od konce muzeme fetézec s slozit z fetézct +/ a /. Na zacatku je Rado
v bodé 1. Zbytek plyne z opakované aplikace lemmatu 1. |

Lemma 3. Zddny neprdzdny vetézec nekdduge 1.

Dékaz. Pro spor necht néjaky neprazdny fetézec kéduje 1. Pokud by tento fetézec obsahoval /,
kédoval by ¢islo, které neni celé, protoze Citatelé zustavaji béhem celého procesu lisi. Naopak
kdyby neobsahoval /, kédoval by ¢islo = > 1. |

Ted uz mizeme dokézat predestfené tvrzeni.
Tvrdenie 1. Dva ruzné tetézce neobsahugict ++/ kdduji ruzné body.

Dokaz. Dokazeme sporem, vezméme si, sz, které jsou ruzné, ale kéduji stejny bod. Navic zvolme
takovou dvojici fetézci, kterda ma mezi vSemi dvojicemi s témito vlastnostmi nejmensi soucet
délek. Z lemmatu 3 plyne, Ze oba Fetézce musi byt neprazdné.

Jsou dvé moznosti: bud oba Fetézce kondéi na stejny znak, nebo konéi na rizné znaky. Jsou-li
koncové znaky stejné, pak je mizeme o ten znak zkratit a vznikld dvojice bude opét rizna a
bude kédovat stejny bod. To by byl spor, jelikoz by s1, s2 nebyla dvojice s nejmensim souétem
délek.

Retézce tak konéi na riizné znaky. Potom ale ten konéici na + kéduje ¢&islo z > 2, zatimco
ten koncici na / kéduje podle lemmatu 2 ¢islo y < 2, coz je spor. O

Zbyva nam spocitat, kolik je fetézci délky nejvysSe n, které neobsahuji podretézec ++/.
Zavedme proto mnoziny
Yn ={s|se{+/}", ++/ neniv s},
An, ={s|s € %,, as kondi na ++},
B, ={s|s €%, \ A, a s konéi na +},
Cn ={s|s€X,, askonéna/}.

INésledujici notaci minime pfipojeni znaki na konec fetézce.
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Vsimnéme si ze Ay, Brn, Crn, jsou po dvou disjunktni a Ze jejich sjednoceni je 3. Pocet fetézcti
délky n ozna¢ime P, = |Xy| = |An| + |Bn| + |Cr|. Snadno také vymyslime vztahy

[An| = An—1] + [Bn-1],

|Bn| = |Cn-1l,

|Cn| = Cn-1| + |Bn-1l,
z nichz dale odvodime

[An| = [An-1] +|Bn-1] = [An—2| + [Bn—2| + |Cn—2| = Pp—2,
P, =Ph_14|Cn|=Pn-1+|Cn-1]+ |Bn-1| =
=2P,_1 — |An—1| =2P,—1 — Py_3.

Chceme dokazat Y7 ( P; = Fry5 — (n+4). Pro n = 0 je leva strana rovna 1 a prava F5 —4 =

5—4 =1, takze dokazovana rovnost plati. Dale staci pro n > 1 dokazat rovnost diferenci téchto
posloupnosti, tedy

n n—1
P,=YP-> P= (Fn+5 - (n+4)) - (Fn+4 - (n+3)) =Fois—1,
i=0 =0

coz dokazeme silnou indukci. Zakladni pfipady jsou
Po=1=2—-1=F;—1,
Pp=2=3-1=F4—1,
Py=4=5_-1=F;—1,
coz sedi. Dale predpokladejme, ze Py, = Fjp4+3 — 1 plati pro vSechna n < k. Potom dostaneme
Piy1=2P; — P2 =2(Fgq3 — 1) = (Fp41 — 1) =
=2Fp13—Frp1 —1=Fri3+ (Feya — Fryo) — Frp1— 1=
= Fgya+ Frps — (Frqp2 + Fep1) = 1= Frya + Frq3 — Frys — 1=
= Fpps—1.
Tim je dukaz dokoncen. (Vasek Vorécek)



