Uloha 1. V ostrouhlom trojuholniku NABC, AB < AC < BC wvdime Ay, By, C4
pity vysok z A, B,C na protilahlé strany. Nech obraz bodu By v osovej sumernosti
podla CCy je bod Q a obraz bodu Cy podla BBy je bod P. Dokdzte, Ze kruznica
opisand A1 PQ prechddza stredom BC.

Reseni. Nehc M je stred BC.BB; je os uhla ZA;B1C, teda P € Ay B a analogicky
Q € AlCl. Vieme, ze M B; = M01 aM e (AlBlCl) a d’alej aj B P = B101 = ClQ
Teda mame, ze AM BQ, = AMC1 P z ¢oho plynie dokazované tvrdenie. O

Uloha 2. Staroveké Jednorozmerné cisdrstvo sa rozprestieralo pozdlz jednej priamky.
Na zaciatku neexistovali Ziadne mestd. Postupne bolo po jednom zaloZengch celkom
n roznych bodovych miest; pocnic druhym mestom sa kazZdé novozaloZené mesto a k
nemu najblizsie uz existujice mesto (ak boli také dve, tak to starsie) vyhldsili za ses-
terské mestd. Na zachovanej mape cisdrstva st viditelné mestd a vzdialenosti medzi
nimi, nie viak poradie ich zaloZenia. Historici sa z mapy snafia vyvodit zdver, Ze
kazdé mesto malo najviac 41 sesterskych miest.

1. Pre n = 10% ndjdite taki mapu, z ktorej je mozné tento zdver vyvodit.
2. Dokdzte, e pre n = 1013 tento zdver nemozno vyvodit zo Ziadnej mapy.

Resend. Tento postup funguje nielen pre 108, ale aj pre Iubovolny pocet bodov m <
220 Nech m < 220, Vezmime m bodov na priamke, ktoré st od seba v jednotkovej
vzdialenosti. Predpokladajme, Ze pri nejakom ¢islovani je bod p; koncovym bodom
aspon 42 tuseciek. Druhé koncové body tychto tseciek (susedia bodu p;) zahfnajua
jeden bod, ktory je k p; najblizsi a ma mensi index. Pre ostatnych aspon 41 susedov
je zas p; tym najbliz§im bodom s mensim indexom. Z nich sa aspon 21 nachadza na
jednej strane od bodu p;. Nech st to body p;,, Diys - - -, Pi,,, PriCom i1 < i < - -+ < i,
a m > 21. Kedze pre vSetky z nich bol p; najbliz§im susedom s mensim indexom,
poradie bodov na priamke je prave p;,, piy, .-, 0i,,:Pi, @ pre vSetky 2 < j <m —1
plati |pipi;| < |pipi;_,1/2. Teda |pipi,,| < |pipi,|/2%°. To je vSak nemozné, pretoze
mame m < 22° bodov rovnomerne rozlozenych na &iselnej osi, takze pomer najvicsej
a najmensej vzdialenosti je mensi ako m.

Pre druht éast, nech P je Iubovolna neoé¢islovand mnozina obsahujica 103 bo-
dov. Najprv definujeme podmnoziny P D Py D --- D Py a body ¢; € F;. Nech
Py je Tubovolnad podmnozina P s 22 + 1 prvkami a nech qg je jednym z jej kraj-
nych bodov. Ostatné body a podmnoziny definujeme rekurzivne. Predpokladajme,
7e i < 42, |P;| = 2*27" 4+ 1 a ¢; je jeden z krajnjch bodov P;. Nech ¢;11 je stredny



bod P;. Bod ¢;;1 rozdeli P; na dve podmnoziny s 2*3~% + 1 bodmi (pri¢om ¢;;1 ra-
tame do oboch ¢asti). Nech P, je ta z nich, ktord ma mensi priemer, teda mensiu
vzdialenost medzi svojimi dvoma krajnymi bodmi (v pripade rovnosti to méze byt
hociktord). Potom nech je poradie bodov nasledovné: q42,qo, q1, - - -, q41, & néasledne
ostatné body v Tubovolnom poradi. To znamend, Ze nech p; = qqo, pre 2 < ¢ < 43
nech p; = ¢;_o a dalsie body v Tubovolnom poradi.

Tvrdime, Ze q42 = p1 bude spojeny s bodmi gy = p2,q1 = p3, .- -, qa1 = pa3. Nech
0 <j <i< 41 Kedze |qiqae| < |qigi—1| < |qiqjl, ¢ize |pirop1| < |pirepji2|, preto pre
vSetky 2 < ¢ < 43 je k bodu p; zo vSetkych bodov s mensim indexom nez i najblizsie
bod p;. To znamen4, Ze p; je koncovym bodom aspon 42 tuseciek. ]

Uloha 3. Nech p je prvocislo a H C {0,1,...,p — 1} je neprdzdna mnozina. Pred-
pokladajme, Ze ku kaZdému prvku a € H existuji od a rozne prvky b€ H a c € H,
pre ktoré je vjraz b+ ¢ — 2a delitelny p. Dokdzte, ze p < 4%, kde k oznacuje pocet
prvkov mnoziny H.

Reseni. Uvazujeme vsetky operacie modulo p a zvysky volime vzdy z intervalu
(—=p/2,p/2). Ak mnozinu H zo zadania posunieme (t. j. ku kazdému jej prvku pri-
pocitame rovnaky zvysok), mnozina H bude maf aj nadalej pozadovant vlastnost,
preto modzeme predpokladat, ze 0 € H. Dalej mozeme kazdy jej prvok vynasobit ne-
nulovym zvyskom. Tvrdime, ze ak p > 4*~!, takjmto sposobom je mozné dosiahnut,
aby vSetky prvky z H padli do intervalu (—p/4,p/4). Rozdelme interval (—p/2,p/2)
na Styri rovnaké Casti a pozrime sa, do ktorych casti padne & — 1 nenulovych prv-
kov, ak ich vynédsobime réznymi zvyskami r. Podla Dirichletovho principu musia
existovat rozne ¢isla 11,79 € {0,1,...,4F"1} tak, Ze po vynasobeni nimi pre kazdj
prvok 0 # a € H plati, Ze r1a a roa spadaji do rovnakej ¢asti. Z toho potom lahko
vidiet, Ze po vynésobeni ¢islom r = ry — r1 # 0 vSetky prvky mnozZiny padnt do
intervalu (—p/4,p/4). To je vSak spor, pretoze k najviiésiemu prvku H by sme uz
uréite nedokdzali najst vyhovujtice prvky b, c.

O



