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RieSenia 4. série

Uloha A4. Nechn >3 Jje kladné celé cislo. Najdite najvécsie realne cislo t,, také aby platila
nerovnost

max(\al “FU«Q" |CL2 +CL3|, ceey |an71 + (ln|7 ‘an +al‘) >tn - max(|al|7 ‘(lgl, s ‘anl)

pre vsetky realne cisla a1, a2, ...,an.

Riesenie. Oznacme S = max;(|a; + ai+1]) a M = max;(|a;|). Hladdme najvicsie t,, pre ktoré
S>tn- M.

Pre parne n zvolme postupnost aj, = (—1)*. Potom ay, +agy1 = 0 pre vetky k, teda S = 0.
Z nerovnosti 0 > t,, - 1 vyplyva t, = 0.

Pre neparne n ukazeme, ze t, =

Dolny odhad: BUNV Nech M =
n je neparne, plati:

3

a1, vyuzijeme alternujuci stucet susednych suétov. Kedze

2a1 = (a1 + a2) — (a2 + a3) + (ag +a4) — -+ + (an + a1)
Aplikovanim trojuholnikovej nerovnosti dostavame:
2la1| < la1 +az| +Jaz +a3| + -+ |an +a1| <n- S

Odtial priamo vyplyva S > %|a1| = %M Cize t, = % vyhovuje pre lubovolnd postupnost
neparnej dlzky.
Horny odhad (konstrukcia): Uvazujme postupnost ap, = (—1)¥~1(n — 2k 4 2).

e Maximum nastéva pre k = 1, kde |a1| = n, teda M =n
e Stcet susedov je konstantny: |aj, + apy1| = |(—1)*~1 2| =2
e Cyklicky susedia: |an +a1] =[|(2—n)+n| =2

Pre tuto postupnost je S=2a M =n, ¢o ddva S = % - M. Cize t, nemoze byt vicsie ako %
Tym sme hotovi. (Roland Vizner)

Uloha N4. Nechai <as < -+ < as025 je aritmeticka postupnost kladnych celych ¢isel a by <

by < -+- < bapas je geometrickd postupnost kladnych celych éisel. Najdite maximéalny mozny
pocet spolo¢nych prvkov oboch postupnosti, vramci vsetkych dvojic takychto postupnosti.
Riesenie. Predpokladajme bez ujmy na veobecnosti, ze by = m* a br+1 = nk st prvy a
posledny prvok mnoziny b, ktoré st obsiahnuté v mnozine a.

Nech by, ..., bz, st prvky b, ktoré si v a. Predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze
ged(z1, ..., zr) = 1. Potom spolo¢ny rozdiel d a deli n — m. Takze

b1 — b1 < 2023d

mF —n* < 2023(m — n)
mP=t £ mF2n 4. 4kl < 2023

14---+2F"1 <2023
k<10
k+1<11.

Preto existuje najviac 11 spolo¢nych prvkov medzi tymito dvoma postupnostami. To sa dosiahne,
ked a; =i a b; = 2071,
(Jakub Krivosik)
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Uloha G4. Dany je réznostranny trojuholnik ABC' s vyskami AD, BE,CF. Nech O je stred
kruznice jemu opisanej. Kruznice opisané trojuholnikom ABC a ADO sa pretinaju v bode
P # A. Priamka PFE pretina kruznicu opisant trojuholniku ABC' v bode X # P a PF v bode
Y # P. Dokéste, 7e XY || BC.

Riesenie. Nech ABCA’ je rovnoramenny lichobeznik, pre ktory plati, ze AA’ || BC.

Potom P, H, A’ leZia na jednej priamke.

Preklopme bod O v osovej stimernosti podla strednej priecky rovnobeznej s BC v AABC,
¢im ziskame bod G. Potom plati AH = 20M, kde M je stred priamky BC; z toho vyplyva,
%e body H,G, A’ lezia na jednej priamke. Predefinujme P ako P e GH N ®(ABC)s P #£ A'.
Potom LAPG = LOAD = LADG, teda ADGP st tetivové.

Teraz si v&imnime, z¢ PA, PH st izogonalne v uhle BPC. PouZijeme [isogonal lemmul a
dostaneme, ze PE, PF' su izogonalne v uhle BPC a mame hotovo! (David Hromédka)

Uloha C4. Pre kazdé kladné redlne ¢islo & dokazte, ze existuje kladné celé éislq M, ze kazdy
graf s m > M vrcholmi a asporn (1 + €)n hranami mé dva rézne cykly rovnakej dlzky.

Riesenie. Ukazeme, ze kazdy graf s aspon ([+/n]+1)2 hranami obsahuje 2 rézne cykly rovnakej
dlzky. Z ¢oho plynie dokazované tvrdenie. Predpokladajme, 7e graf G ma E hran a ziadne
opakované dizky cyklov. Potom tvrdim, Ze existuje podmnozina A s maximéalne 2v/E hranami,
ktord pretina kazdy cyklus. Nech B je podmnozina hran. Nech f(B) je pocet cyklov, ktoré
nepretinaja B, potom vieme najst mnozinu obsahujtucu |B| + f(B) hréan, ktora pretina vsSetky
cykly.

Vyberme B nahodne, tak ze kazdt hranu vyberieme nezavisle s pravdepodobnostou ﬁ
Potom E[|B| 4+ f(B)] = E[|B|] + E[f(B)]. Stredna hodnota velkosti B je prave VE a stredna
hodnota f(B) je sucet pravdepodobnosti,ze cyklus neobsahuje ziadny prvok z B, cez vSetky

cykly. Tato pravdepodobnost je prave (1 — ﬁ)k pre cyklus dlzky k. Kla¢ovym faktom je

potom to, Ze sa #iadna dizka cyklu neopakuje, takze E[f(B)] < 372 (1 — ﬁ)k, ¢o je podla

geometrického radu najviac V'E, ¢o dava pozadovany vysledok.

Ak odstrdnime tito mnoZinu hrén, prerusime vsetky cykly a zostavajici graf bude mat
najviac n — 1 hran, takze poévodny graf mal najviac n — 1 + 2¢/E hran, ¢o znamena, ze E <
n — 1+ 2VE, ¢o implikuje pozadovant nerovnost.

(Andrej Znamenécek)


https://web.evanchen.cc/handouts/GeoSlang/GeoSlang.pdf

