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RiesSenia 2. série

Uloha G2. Na strane BC trojuholnika ABC' lezi bod D tak, e |/DAB| = |/ACB)|. Nech
bod E lezi na tisecke AD, #e spliia |AB| = 2|BE|. Na polpriamke opac¢nej k polpriamke DA
lezi bod F tak, ze |/BFA| = |ZEBC|. Dokézte, ze priamka BE sa dotyka kruZnice opisanej
trojuholniku CDF'.
Riesenie. Ze zadanych shodnosti ihlt plyne, Ze tthel BAD je tsekovy thel pfislusejici obvodo-
vému thlu ACD kruznice (ADC). Tudiz pfimka AB je te¢nou ke kruznici (ADC'). Analogicky
piimka BE je te¢nou ke kruznici (BDF'). Zobrazime B ve stfedové soumérnosti podle E na bod
T. Pak zfejmé plati: |[ET| = |EB| a |BT| = |AB|. Z toho vyplyvaji mocnosti:

|AB|* = |BD|-|BC| = |TB|* = |BD|-|BC|,

|EB|*> = |ED| - |EF| = |ET|?> = |ED| - |EF)|.

JelikoZz mocnost plati ekvivalentng, pfimka T'B je nyni nutné te¢nou ke kruznici (T DC).
Zaroven tataz pfimka TE je te¢nou ke kruznici (T'DF’). Stfed obou téchto kruznic nutné lezi na
kolmici k T'B v bodé€ T a zaroven na ose usecky T'D. Protoze D ziejmé nelezi na T B, existuje
pravé jeden takovy prusecik. Obé zminéné kruznice jsou tedy soustfedné a navic se stejnym
polomérem — vzdalenost od bodu T'. To znamena, Ze jsou totozné. Tim padem T lezi na kruznici
opsané trojuhelniku CDF, pficemz pfimka BFE (na niz T lezi) je k této kruznici te¢na. Timto
jsme ulohu dokéazali.

(Lucian Poljak)

Uloha N2. Nijdite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré existuje parne prirodzené &islo a také,
Ze vyraz
(a—1)(a®> =1)(a®=1)...(a" = 1)

Jje druhou mocninou prirodzeného Ccisla.
Riesenie. Spravna odpovéd je n € {1,2}.

Myslenka feSeni je, ze pro kazdé sudé a a pro kazdé prirozené [ je a) + 1 nesoudélné s
aF — 1 pro k < 2/*1. D4 se to Fict pies fady. Pokud p | a@) +lap|af—1,takp]| a@t) _ 1,
z ¢ehoz plyne, Ze ordp(a) je mocnina dvojky. Kdyby to ale bylo mensi nez 2!t1 tak by a@)
bylo kongruentni 1 mod p, coz je spor, nebot p # 2 diky sudosti @ a 1 # —1 (mod p). Pak tedy
k musi byt nasobkem 2!+1, z &eho# uz tvrzeni plyne.

Pro dané n > 4 nyni uvazujme s > 1 tak, ze 2571 < n, ale 2572 > n, coz ziejmé lze.
Najdeme prvoéislo p takové, ze p | a(?®) 41 a zaroven

vp((@a—1)(a®>—1)---(a®—1)) =1 (mod 2),

coz uz fekne, ze se nejednd o ¢tverec. Protoze s > 1, plati, ze a?”) 41 neni &verec. Kdyby bylo,
tak plati a(2 ) 4+1=m?2 pro né&jaké m. Tedy m?2 — a”) = 1. Diky s > 1 je a®”) Ctverec. Dva
¢tverce se lisi o 1, pravé kdyz je to 1 a 0, takze uz nutné a = 0, spor. Proto je a®®) 41 liché,
musi existovat liché prvocislo p takové, ze vp(a(?) + 1) je liché. Kdyz se podivame na

vp((a—1)(a® = 1)+ (a" — 1))

a uvédomime si, ze pokud p | a(2”) + 1 a zaroven p | a¥ — 1, tak 25+ | k, uz z toho plyne, ze ze

v8ech ¢lenti a’ — 1 se miize p objevit jen v a1, Ale
s+1 s s
vp(@® ) —1) = vp(a? )4 1)+ vp(a®) —1).
Kdyby p | a(2®) — 1, tak p = 2, protoze p | a(2®) + 1. To je spor. Takze

vp((a=1)@ =1) (@ = 1)) =0y (@) = 1) = v, () +1) =1 (mod 2),

1



Medzindrodny koreSpondenény seminar iKS 2.séria

jak jsme chtéli ukdzat. Zbyva vyresit n < 3. Pro n = 1 vyhovuje a = 2, pro n = 2 vyhovuje
a = 8. Pro n = 3 ziskdme cyklotomickym rozkladem
(a—1)(@®-1)(®-1)=(a-1)3@a+1)(a®+a+1).
Jenze ged(a? +a+1,a+1) =1 aged(a+ 1,a — 1) = 1, nebof a je sudé. Také a + 1 je ctverec.
Dale
ged(a® +a+1,a—1) € {1,3}.
Aby to ale bylo 3, tak by a muselo mit zbytek 1 (mod 3), takZe a + 1 by mélo zbytek 2 (mod 3)
a nebyl by to ¢tverec. Proto i
ged(@®? +a+1,a—1)=1.

Takze i a® + a + 1 je ¢tverec, coz je spor, nebot
a?<a’®ta+1<a®+2a+1=(a+1)%
(Alexis Théodore Dachary)

Uloha A2. Nechaj < az <az <aq < --- je nekonec¢na postupnost redlnych &isel z intervalu
(0,1). Ukézte, Ze existuje ¢islo, ktoré sa v postupnosti

a1 a2 a3 aq

17273747
vyskytuje prave raz.
Riesenie. (Podla Lukadsa Komina) VSimnime si najprv, Ze kazdé redlne ¢islo sa v postupnosti
vyskytne nanajvys koneéne vela krat. Naozaj, ak by existovalo nekone¢ne vela n takych, ze
an/n = r pre nejaké fixné r, tak potom nr = a, bude od nejakého momentu vécsie ako 1, spor.

Moézeme preto definovat postupnost celych éisel ¢isel 0 = ¢p < ¢1 < ¢c2 < ... tak, Ze pre
n > 1 je acc" posledny vyskyt hodnoty "71_:1 v postupnosti (a”) . Ak predpokladame

opak zadania, tak dostavame, Ze ¢, > ¢p—1 + 2, a teda dostavame odhad Ccn > 2n.
Teraz indukciou ukazeme, Ze pre n > 1 platl

Cn—1 C1 )
o1 +1 e +1

Qc,, = Cn - ai.
Pre n = 1 chceme ukézat ac, > cia1, ¢o plati z definicie ¢; (nastava dokonca rovnost). Pre
indukény krok si v§imnime
Acp +1 Cn+1 Cn+1 Cn—1 C1
Gc = Cn+1 - cn 2 *Cn * cap =
e cnt+1l” end+1l " T e+l eno14+1 e +1

Cn c1
en+1 e+

pricom prva rovnost plati z definicie (¢,)$2 ), nasledna nerovnost plati z rastucosti (an)S2 , a
posledné nerovnost plynie z indukéného predpokladu.

=Cp41 -

Funkcia zf_l je na (—1,00) rastica ako sa presved¢ime lahkym roznasobenim, a teda plati
2n—2 2n—4 2 2n 2n —2 4
Qc,, > 20 - . .= a] = . .= 2a1 =
' 2n—1 2n-3 3 2n—1 2n-3 3

P — 1+2) (142 s+l 1t
- I Y, ... a
m—1 o2n—3 3 1) 375 m—1)""

kde poslednu nerovnost dostdvame jednojuchym roznasobenim zatvoriek. Je zname ze suma

..... oo
me1 5,7 diverguje (vskutku, staci si viimnut, Ze suma je vicsia ako 12 2n =3 Z ), a

teda pre dost velké n bude platit a.,, > 1, spor. (Domm1k R1gasz)
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Uloha C2. Nechn > 2 Jje celé ¢islo. Tabulka n X n je na zadiatku prazdna. V kazdom kroku je
mozné vykonat, jeden z nasledovnych krokov:

1. Ak sa v tabulke nachddza prazdna oblast v tvare pismena L pozostavajica z troch poli¢ok
(otdcanie a prekldpanie nie je dovolené), tak na kazdé z tychto troch poli¢ok moézeme
umiestnit kameri.

2. Ak vsetky policka v niektorom riadku obsahuju kamen, mézeme vsetky tieto kamene
odstrénit.
3. Ak vsetky policka v niektorom stlpci obsahujii kameri, méZeme vsetky tieto kamene od-
stranit.
Pre aké vsetky n je mozné, aby tabulka bola po nenulovom pocte krokov opét prazdna?

Riesenie. Tvrdime, Ze vyhovuji n delitelné 3. Pre n = 3 postupnost krokov je nasledovna

Pre dalsie nésobky trojky si rozdelime tabulku na 3 x 3 tabulky a na kazdej vykondme
operécie ako na obrazku. Pre 3 { n navazime tabulku pomocou premennych a, b tak, ze policko
(m,n) mé vahu a™b™, pricom lavé dolné policko je (0,0) a pravé horné policko je (n —1,n —1).
Vymazanie stlpca k je potom odé&itanie

d"(1+b+...+" )
od suctu véh policok s kamenmi. Analogicky, vymazanie riadku k je potom odéitanie
bk(l +a+...+a"_1).

Pridanim L-trinomina, ktorého lavy dolny Stvoréek v (m,n), sa pripoc¢ita (1 + a + b)a™b™. Ak
na konci je tabulka prazdna tak nésledne plati

(14+a+b)Pa,b)=0+b+...+" HQ@)+ 1 +a+...+a" HR(b)

pre nenulové celociselné polynémy P, Q, R, kde Q, R st polynémy v jednej premennej so stupniom
najviac n, ktoré odrazaju ktoré riadky a stlpce sme vymazali. P(a,b) je polyném v dvoch
premennych so stupniom v a nanajvys n — 1 a stupniom v b tiez nanajvys n — 1, lebo nemozeme
umiestnit lavy dolny roh L-trinomina do n-teho stlpca ani n-teho riadku.

Nech w je n-t4 odmocnina z jednotky. Potom pre r,s € [0,n — 1] a (w”,w?®) je prava strana
nulovéa. Navyse, ak plati 1 + 2 + y = 0, potom z,y € C musia byt jednotkové vektory, ktoré
tvoria strany rovnostranného trojuholnika, ¢o je nemozné, ak 3 1 n.

Teda plati P(w”,w’) = 0 pre vietkych (n — 1)? parov (r,s). KedZe P ma v a aj b stupefi
najviac n — 1. Polozme P(z,w™) ako polyném jednej premennej. Ten ma stupefi nanajvys n — 2,
ale n—1 korenov. teda je nulovy polyném. Teda P je nulovy polyném, ¢iZze sme nepolozili Ziadne
trinomino, ¢o je spor.

(Adam Dzavoronok)



