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RieSenia 4. série

Uloha A4. Dokézte, Ze pre Iubovolné kladné redlne ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

av/b2 —be + 2 + cv/a2 — ab + b2 > bv/a2 + ac + 2,

a urcte, kedy nastdva rovnost.

Riesenie. Chceme ukéazat, ze sucet dvoch odmocnin je vicsi alebo rovny ako tretia odmocnina.
To ndm mobze pripominat trojuholnikovii nerovnost. Trojuholnikovd nerovnost hovori, ze ked
méame dva vektory (mozeme si ich jednoducho predstavit ako orientované tsecky) u a v, tak
velkost ich stuctu je mensia alebo rovna ako stéet ich velkosti (priamy vektor nie je nikdy dlhsi
ako pohyb do toho istého bodu po dvoch vektoroch):

[ul +|v| > u+v|.

Ked si ozna¢ime zlozky (stradnice) vektorov u = (u1, u2, us), v = (v1, v2, v3), dostaneme

\/U§+u§+u§+ v? + 03 + 03 > \/(ul+v1)2+(u2+v2)2+(u3+v3)2-

Podobne to plati aj pre iné dimenzie, ale ukaze sa, zZe v nasej tlohe budu vhodné trojrozmerné
vektory.

Dokazovanii nerovnost upravime tak, Ze premenné, ktoré pod odmocninou nie s, do nej
presunieme a aby sa nam lepSie upravovali vyrazy pod odmocninami na Stvorce, prenasobime
V2

V/2a2b2 — 2a2bc + 2a2¢2 + /2a2¢2 — 2abc? + 2b2¢2 > 1/2a2b2 + 2ab%c + 2b2c2.

Vyraz 2a%bc vyzerd, ze mohol vzniknit ako 2(ab)(ac), nechceme totiz vyrobit a* pod tou od-
mocninou. Podobne to vieme spravit aj s ostatnymi a upravit si nerovnost na:

V/(@b)? + (ab— ac)? + (ac)? + 1/(ac)? + (be — ac)? + (be)? > \/(ab)? + (ab + be)? + (be)?,

V(@b — ac)? + (ab)? + (ac)? + 1/ (ac)? + (be)? + (be — ac)? > \/(ab)? + (b + be)? + (be)?.
Po preusporiadani élenov to uz je rovno trojuholnikova nerovnost pre vektory
u = (ab — ac, ab, ac),
v = (ac, be, be — ac),
u+ v = (ab, ab+ be, be).

Ostéava urcit, kedy nastédva rovnost. V trojuholnikovej nerovnosti nastava prave vtedy, ked su
vektory linedrne zavislé (jeden je ndsobkom druhého, teda maju rovnaky smer). Vdaka kladnosti
a, b, c mdézeme nimi delit a dostdvame:

ab—ac ab  ac
ac  bc  bc—ac
b—c a a
c ¢ b—a

Z prvej rvonosti mame b — ¢ = a, z druhej b — a = ¢, obe st splnené prave vtedy, ked b = a + ¢,
¢ize rovnost v skiimanej nerovnosti nastava prave vtedy, ked b = a + c.

Iné riesenie. Vyrazy pod odmocninou ndm mozu pripominat vyrazy v kosinusovej vete. Pre
stranu a trojuholnika ABC plati, Ze a = v/b? — 2bccos a + c2. Pre a = 60° mame kosinus rovny
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%, teda vyraz bude zhodny s prvou odmocninou v nerovnosti. Podobne to vieme spravit, ak
chceme dostat va? + ac + c2, vtedy staci zobrat uhol 120°, ktorého kosinus je —%.
Uvazujme teda body A, B, C, D v rovine tak, ze |AB| = a, |AC| =b, |AD| = ca |[<BAC| =
|<CAD| = 60°. Potom z kosinusovej vety plati:
|BC| = va? — ab + b2,
|CD| = Vb2 — b + c2,
|BD| = Va2 + ac + c2.

Po dosadeni do dokazovanej nerovnosti teda chceme ukéazat, Ze:
|AB|-|CD|+ |AD|-|BC| > |AC| - |BD|.

Toto presne nam ale hovori Ptolemaiova nerovnost, ktora plati pre vSetky body v rovine. Vdaka
nej teda plati aj dokazovana nerovnost.

Este potrebujeme zistit, kedy nastdva rovnost. S tym ndm tieZ pomoze Ptolemaiova veta. Je
to prave vtedy, ked body A, B, C, D lezia na kruznici. Vtedy je uhol BC'D doplnok k uhlu BAD
do 180 stupiiov, ¢ize mame |<BAD| = 60°. Z obvodovych uhlov mame |<DBC| = |<DAC| =
60° a |<BDC| = |<BAC| = 60°, takze trojuholnik BC'D je rovnostranny. Z toho méme

|BC| = |BD|,
Va2 —ab+ b2 = Va2 + ac + 2,
a® —ab+b? = a2+ac+02,

b2 — ? = ac+ ab,
(b—)b+0) = alb+0),
b—c=a,

b=a+c.

Umocnenie na druht je v poriadku, pretoze ide o dlzky stran, ktoré su kladné. Rovnost nastéva,
v pripadoch, kedy b = a + ¢, ¢o overime skuskou:

a\/(a+c)2—(a+c)c+c2+c\/a2—a(a+c)+(a+c)2:

=avaZ +ac+c2 +cva2 +ac+c2 =bvVa2 +ac+ 2.

(Michal Stanik)

Uloha G4. Vo vniitri trojuholnika ABC lezi bod P spliajici |<PBC| = |<PCB| = |<BAC|.
Priamky BP, CP pretnu strany AC, AB postupne v bodoch M, N. Dokazte, ze stredy useciek
AB, AC, BM, CN lezia na jednej kruznici.

Riesenie. Oznacéme stiedy tsecek BC, CA, AB, BM, C'N po fadé Ag, Bo, Co, X, Y. Nahléd-
néme nejprve, ze body Ag, X, Co lezi na jedné pfimce. To plyne z toho, Ze se jednd o obrazy
bodu C, M, A ve stejnolehlosti se sttedem v B a koeficientem % Analogicky i Y lezi na AgBp.
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Diky AC || ApCo a zadéani nyni
|<BCoX| = |<BCoAo| = |[<BAC| = |<PBC| = |<X BAo,

takze z tsekového thlu je ApB tecna ke kruznici opsané BXCp. Mocnosti bodu Ag k této
kruznici pak

BC|?

|AoX |- |AoCo| = |AoB|? = %.

Analogicky je AoC tecna ke kruznici opsané CY By a nasledné |AoY| - |AoBo| = %. Dohro-

mady tak jiz

|BC|?
4

| Ao X] - |AoCol| = = |AoY| - |AoBol,

takze mocnosti bodu Ag lezi X, Y, Bg, Co na jedné kruznici, jak se mélo dokazat.

Pozndmky opravovatela. VSechna dosla feSeni byla spravna. Vétsina postupovala podobné jako
vzorak s pomoci stfedu BC, mnohd pfitom byla formulovana s pomoci podobnosti ¢i sinovych
vét. Dvé FeSeni vyuzila paty vysek — lze nahlédnout, ze pfimka XY protind strany AB, AC pravé
v patach odpovidajicich vysek. Nasel se i jeden nestastnik, ktery se uchylil k barycentrickym
soufadnicim. (Matéj Dolezalek)

Uloha N4. Je dany nekonstantny polyném P s celo¢iselnymi koeficientami a celé ¢&islo n.
Postupnost’ {a;}$°, je dand predpisom a1 = n a a;y1 = P(a;) pre kazdé prirodzené Cislo i.
Navyse plati, ze pre kazdé prirodzené b > 2 existuju prirodzené c¢isla i a x > 1 spliajuce
a; = xb. Dokézte, e polyném P je linedrny.

Riesenie. Dukaz je nechan jako cviceni pro ¢tenafe.
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Uloha C4. Danilovi sa na zihrade pasie stado niekolkych roztomilych tuleriov, medzi ktorymi
sa niektoré dvojice kamarétia (kamaratstvo je vzajomné). Danil by chcel tulene rozdelit na dve
stada (z ktorych jedno moéze byt prazdne) tak, aby kazdy tuleri mal vo svojom novom stdde
parny pocéet kamardtov. Dokazte, Ze pocet spbsobov, ako to méze urobit, je mocnina dvojky.

Riesenie. ReSeni bude obsahovat dvé ¢asti. V jedné ¢asti dokazeme, Ze existuje alespoii jeden
zpusob jak tulené rozdélit, a v druhé dokazeme, ze kdyz uz jedno rozdéleni mame, tak jich je
mocnina dvojky. Na tlohu se budeme divat pomoci feci teorie grafi, tedy tuleni jsou vrcholy a
jsou spojeni hranou, pravé kdyz se kamaradi.

Existuje alespori jedno rozdéleni. Postupujme indukci podle poétu vrcholi n. Pro n = 1 roz-
déleni existuje. Nyni pro obecny graf G' na n vrcholech. Pokud maji vS§echny vrcholy sudy stupen,
tak je staci vSechny dat do jedné prihradky, tedy rozdéleni existuje. Jinak existuje vrchol v s li-
chym stupném. Ozna¢me K mnoZinu jeho sousedii. Sestrojime novy graf G’ tak, Ze odstranime
v a v mnoziné K prohodime hrany a nehrany. Z indukéniho piedpokladu méame v G’ rozdéleni
na skupiny A a B. Oznaéme K4 = ANK a Kg = BN K, neboli rozdéleni X do dvou skupin.
Protoze |K| je licha, BUNO |K 4| je sudé a Kp je liché. Nyni zkonstruujeme z rozdéleni pro G’
rozdéleni pro G tak, ze v K4 a v Kp prohodime hrany a nehrany. Protoze |K 4| je sudé, zménila
se vSem vrcholim v K4 parita stupné. Pfiddme tedy do A i vrchol v, takze jsme znovu zménili
paritu vSech vrcholu v K 4, takZze vSechny vrcholy v A maji nyni sudy stupen. V Kp se parita
stupné nezménila, protoze |[Kg| je liché. TakZe jsme nalezli rozdéleni pro graf G.

Kdyz uz jedno rozdélent existuje, je jich mocnina dvojky. Rozdélme tulené do jednoho platného
rozdéleni. Uvazme mnozinu vektora {0,1}™. Tyto vektory pro nas budou znamenat pfikaz pro
kazdého z n tuleniu. Pokud je na jeho misté nula, ztistane ve stadé kde byl, pokud je tam jednicka,
musi se presunout do druhého stdda. VSimneme si, ze tyto prikazy jednoznacné odpovidaji
riznym rozdélenim tulentt do dvou (rozlisitelnych) stdd. Uvazme nyni mnozinu M piikazl, po
kterych budeme mit stale platné rozdéleni. Dokazeme, ze M tvoti vektorovy podprostor prostoru
7 . Dokazeme tedy, Ze tato mnozina obsahuje identitu a je uzaviena na skladani.

Identita neboli pfikaz (0, 0,0, .. .,0) nechd vSechny tulené na misté, takze protoze byli v plat-
ném rozdéleni, tak identita patfi do M.

Sklddanim rozumime s¢itani vektori po slozkach modulo 2. To je totéz jako provedeni obou
ptikazi po sobé, protoze pokud se tulen presunul dvakrat, je to jako by se nepfesunul. Nyni
dokéazeme, ze slozeni dvou piikazti z M lezi v M. (Radek Olsak)



