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Riesenie 3. série

Uloha G3. V trojuholniku ABC body K, L lezia postupne na stranich AB, AC. Use¢ky BL a
CK sa pretinajii v bode P. Dokazte, %e ak |BC|? = |BK| - |BA| + |CL| - |CA|, tak A, K, L, P
lezia na jednej kruznici.

Riesenie. Majme trojuholnik ABC' a vyhovujice body K, L. Opisme trojuholniku AKC kru-
znicu k. T4 pretne polpriamku BC' este v bode X (rozmyslite si, prec¢o ,polpriamku®). Z moc-
nosti B ku k dostdvame |BK||BA| = |BC||BX]|. Analogicky ked opiSeme kruznicu ! trojuholniku
ALB, dostaneme bod Y na polpriamke CB, pre ktory plati |CL||CA| = |CBJ||CY|. Pouzitim
ziskanych rovnosti a rovnosti v zadani zjavne

|BC|(|BX| + |CY]) = |BC||BX| + |CB||CY| = |BK||BA| + |CL||CA| = |BC|>.

Kedze |BC| je nenulové ¢islo, |BX| + |CY| = |BC|, musi byt X =Y (znova si uvedomte, kde
sme vyuzili §pecificki polohu bodov X, Y na polpriamkach). Na tetivové stvoruholniky AKXC
a ALX B teraz nasadime jednoduchy angle chasing.

|4 AKP| + |4 ALP| = |XAKC| + |¥ALB| = | AXC| + |4 AXB| = 180°.

Pozndmky opravujiceho. K tlohe ste sa postavili velmi réznorodo. Co si odniest z tohto pri-
kladu. Asi snad tolko, Ze tvar vyrazov ndm moze poskytnut hint k rieSeniu. V tomto pripade to
mnohi pouzili. Vzorak vyuziva podobnost s formulkou pre mocnost. Dalsia tispesna cesta viedla
cez kosinusovi vetu v trojuholniku ABC. Zaujimavo tlohu vyriesil Tonda, ked zadand rovnost
prepisal na ekvivalentny tvar BC - BC = B—I>( . ﬁ +CL - CTA) pomocou vektorov a skalarneho
sucinu, ktory ma mnohé pekné vlastnosti a dobre sa s nim pocita. Nakoniec varovanie pre vset-
kych lajdakov: skoro kazda geometria potrebuje diskusiu a poriadne oSetrovanie vzajomnych
moznych poldoh bodov. (Filip Sladek)

Uloha A3. Néjdite vsetky funkcie f: Q — Q spliiajtice
ff@) + fy) =2z+y

pre vietky z,y € Q.

Riesenie. Jednoduchym dosadenim [0,0] a [3f(0),3f(0)] obdrzime rovnosti f(3f(0)) = 0 a
£(0) = 9£(0), teda f(0) = 0. Dosadenim [0,y] a [f(z), f(y)] ziskame f(f(y)) = y a nésledne
f(2z+y) = 2f(x)+ f(y). Ked teraz v poslednej rovnici zvolime y = 0, dostaneme f(2z) = 2f(z),
takze f(2z 4+ y) = f(2z + y), ¢o v nasom pripade implikuje f(xz + y) = f(z) + f(y). Ale toto
je zndma Cauchyho funkciondlna rovnica na raciondlnych &islach s rieSeniami f(xz) = cx pre
¢ € Q. Dosadenim do povodnej rovnice dostaneme ¢ = +1. Skaskou zistime, Ze naozaj funkcie
f(z) =z a f(z) = —x vyhovujd, a preto s to vSetky rieSenia zadanej dlohy.

Pozndmky opravujiceho. Uloha vyzadovala iba zbehlost v dosadzovacich technikéch a znalosti
Cauchyho tlohy. Kto ju nepoznéte, uréite si ju nastudujte, kedZze je zaujimava nielen z pohladu
vysledku, ale aj postupu riesenia, ktory sa vyuziva velmi ¢asto aj v inych funkcionalnych rovni-
ciach. Na ¢o treba pamiitat pri substituciach a aj v tejto ulohe je, ¢i dosadzujeme prvky, ktoré
nam zadanie dovoluje. Napr. treba mysliet na to, ¢i f(y) alebo 3f(0) patria do Q, ¢o nastastie
v tomto pripade splnené je. (Filip Sladek)
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Uloha C3. Majme n > 3 bodov leziacich v rovine, pricom ziadne tri nelezia na jednej priamke.
Kolko je moznosti, ako vybrat (n;l) trojuholnikov tak, aby kazdy z vybratych trojuholnikov
obsahoval stranu, ktord nie je stranou Ziadneho iného z vybratych trojuholnikov (trojuholniky

mézu mat vrcholy len z danych n bodov)?

Riesenie (podla Anh Dung Le). Pripad n = 3 vyrieSme na zaéiatok, pre ten je to zrejme
1. Dalej pre n > 4 vsetky uvahy budia korektné, lebo budeme predpokladat iba existenciu
Styroch réznych bodov (uvedomte si, kde st v dokaze tie miesta). Ako ste si mnohi vsimli,
tlohu mézme preformulovat ako grafovi, kedZe Ziadne patologické pripady nevznikajii, nakolko
mnozina neobsahuje 3 kolinedrne body.

Zoberme si konkrétny vyber vyhovujacich trojuholnikov a mnozinu G s (";1) hranami tak,
ze kazda hrana patri prave jednému trojuholniku. Tak4 mnozina hran podla predpokladov exis-
tuje. Zostala ndm mnozina M s (}) — ("51) = n — 1 hranami. Kazdy trojuholnik ma dve strany
v M a kazdym dvom trojuholnikom patri ind dvojica. Kedze vSak z n — 1 hran vieme spravit
najviac (";1) dvojic a tolko presne je trojuholnikov, existuje bijekcia medzi trojuholnikmi a
dvojicami hran z 9. Z toho, Ze kazdé dve hrany v 9 urcujua trojuholnik, vyplyva, ze kazdé dve
hrany majta spolo¢ny vrchol.

Teraz ukazeme, ze dokonca vsetky hrany z 2 maja spolo¢ny vrchol. Nech to neplati. Zo-
berme Tubovolny vrchol A, z ktorého vychadzaji nejaké dve hrany AB, AC € 9. Ak existuje
nejakd hrana v 9 ¢o nevychddza z A, potom to musi byt BC (rozmyslite si). Vieme ale tiez,
%e AB a AC urcovali trojuholnik, teda BC' € &, a tu je spor, pretoze M N S = (). Vidime, ze
mnozinu 9 tvoria vSetky hrany vychadzajiace z nejakého vrchola.

Nech nasu mnozinu 9 urcuje jej hlavny vrchol, povedzme X. Kazdy trojuholnik je urceny
dvoma hranami vychadzajicimi z X. Lahko si rozmyslite, Zze takyto vyber trojuholnikov (zobe-
rieme vSetky trojuholniky s vrcholom X) je korektny a jediny mozny. Na druhej strane sa lahko
nahliadne, Ze pre rozne vrcholy dostaneme rozne mnoziny trojuholnikov (éno, aj tu vyuzivame
n > 4). Teda méame prosté aj surjektivne zobrazenie z mnoziny n vrcholov do moznych konfigu-
racii trojuholnikov. Nasli sme bijekciu n-prvkovej mnoziny na hladant mnozinu, teda vysledok
jen.

Pozndmky opravujiceho. Snad len tolko, ze ked chcete riesit kombinatoriku, treba paméitat na
vSetky mozné a nemozné konfiguracie, degenerované a ,,prilis malé“ pripady. (Filip Slddek)

Uloha N3. Pre neparne prvocislo p dokazte

1P*2+2P*2+...+(7

Riesenie. Na zaliatok kratka postupnost zrejmych krokov

2-% _2-(+1p _2-37,() —25’;11(’5):}2‘:1@ f’ff(p—l)!

P P P B P p = i)

kde na konci sme vyuzili, ze p | (f ), takZze mame sumu celych éisel. Aky zvysok dava kazdy ¢len

2



2. roénik, 2012 /2013 Medzindrodny korespondenény seminar iKS

v sume modulo p? Pouzijeme dve finty s menami Mald Fermatova a Wilsonova veta. Ratajme

(p-1! _  (p—1)

BT TRl 17 2 TR A

(-1 (-1

- @)

(p—@GE-1)--(p—1) - (i+1)---(p—1)
(~=1) (=) - G+ (1)
(D= ) (= 1)
(p—1)!

= (-1t

(—1)i-! (Pf D! p—1

(- (-1
(—1)*-*72  (mod p).

To uz vyzera slubne, lebo nasu sumu modulo p teraz vieme napisat ako
P72 4 op—2 _ ... 4 (p— 1)?*2'

Ale ako zredukovat podet ¢lenov a este aj znormalnit spravanie sa znamienok? Vsimnime si, Ze
pri parnych zvyskoch je plus a pri neparnych je minus. My ich vSak vieme popéarovat spojenim
k-teho a (p — k)-teho ¢lena sumy, pricom za k volime parne &isla. Kedze viak (p — k)P~2 =
(=1)P=2 . (k —p)P~2 = —kP~2, tak po poparovani a s¢itani nasej sumy dostaneme

p—1 p—1 p—1
2 2 2
> 2-2i)P 2= 2r71.iP72= 3" iP"%  (mod p).
i=1 =1 1=1

Pre tplnost si treba uvedomit, kde sme potrebovali, Ze p je neparne prvocislo a ktoré kroky by
inak neboli spravne, ale to uz nechame na citatela.

Pozndmky opravujuceho. Ako sme videli, iloha bola dost tazka, ¢o sa odrazilo aj vo vysledkovej
listine. Tymto chcem pogratulovat Jakubovi Safinovi, ktory sa jediny popasoval s najtazsim
prikladom 3. série. A ako sa na daco také dalo prist? No finta je v tom, Ze takto so zvyskami
a celymi ¢islami modulo p sa tazko pracuje a musime robif ¢asto akési umelé neprirodzené
kroky, ako v rieSeni vyssie. Ale ono sa to d4 aj inak. Ked berieme zvysky modulo prvoéislo, tie
tvoria perfektnt $truktiru odborne zvana pole. Napriklad si mézme pre ne zadefinovat s¢itanie
a nasobenie tak, ako ndm to je prirodzené, a uz nemusime ratat modulo, ale povieme, Ze ked
berieme povedzme $truktiru modulo 7, tak 2+3-2 = 1 a podobne. Potom dokonca vieme zaviest
akési racionalne cisla v takom zmysle, ze % bude znamenat taky prvok, ktorym ked vynésobime
a dostaneme 1. Pre nenulové a existuje prave jeden taky prvok modulo prvocislo a dokonca sa
dobre sprava. Napriklad rézne prvky maja rozne inverzy a é + % = % =(a+b)- ﬁ Tu
to nekondi, lebo taky prvok % vieme aj pekne vyjadrit ako a?~2, o priamo vyplyva z Malej
Fermatovej vety.

Tu presne prichaddza na rad intuicia pri pohlade na nas priklad. Sktisenému oku neujde, ze
lava strana totiz nie je ni¢ iné ako EEZ;II)/Z % A ¢o kombina¢né &isla, ktoré dostaneme na
pravej strane? No tie st v tvare zlomkov. Teda priamo vidime, ze

_ -1 _ 1 _ 1 ;1
(P-4 (p—d(=Dip—1)---(p—i) (—i)-(p—1! (-1) i
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Tymto spésobom viac vidime do danej Strukttry, méme nahlad, ¢o st to za prvky, a v neposled-
nom rade to sprehladnilo celu situéciu a jej zapis. Pre tych, ktori sa dostali az tu, poviem len to,
Ze sa to oplati ovlddat dokazuje aj dvojriadkové riesenie tilohy 4 na IMO 2005, kde jeden riadok
rieSenia vyzerd a, 2 = %—&— % + % —1 =0 pre p > 3. Konecéne spomenme aj tilohu 3 na CPS 2008,
ktorej vyraz predeleny p? podla poznatkov uvedenych vyssie (podstatny krok je jednoznacénost

inverzu) vieme prepisat ako Zf;ll (%)2 = f;ll i = %. (Filip Sladek)



