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ResSeni 3. série

Uloha A3. Reélns cisla a, b, ¢ spliiuji |(a — b)(b — ¢)(c — a)| = 1. Jaké nejmensi hodnoty mize
nabyvat vyraz |a| + |b| + |c|?
Reseni. Vzhledem k symetrii obou vyrazii mizeme BUNO piedpokladat a > b > c (rovnosti
nemuzou nastat kvili podmince). V§imneme si, Ze vyhovuje-li podmince trojice (a, b, ¢), tak vy-
hovuje i trojice (a’, V', c¢’) = (a—b, 0, c—b), protoZe se odectenim tého# &isla od viech proménnych
nezméni jejich rozdily.

Zaroven diky predpokladanému usporadani trojice a trojuhelnikové nerovnosti plati

la’] + /| + 1’| = la = bl +|c=b| =a—c=]a—c| <|a| +c] < |a] + [b] + |c].
Piechodem k této nové trojici jsme tedy nezvétsili hodnotu minimalizovaného vyrazu. Proto
nam staci najit dolni odhad pro tuto novou trojici (a’, b, ¢’), kde je prostiedni proménnd nulova,
ponévadz ho pomoci vyse popsaného postupu umime zobecnit pro vSechny trojice.
Predpokladejme tedy b = 0, pak je a kladné a ¢ zdporné. Chceme minimalizovat hodnotu
vyrazu |a| + |¢| za podminky 1 = | — ac(c — a)| = |al|c|(|a] + |¢|). Z AG nerovnosti, pouZzité na
podminku, dostavame:

1= lallel lal + [el) = 3 (2v/[alel)” (lal + lel) < 7 (al + |e)?

Plati tedy |a| + |c| > /4, pii¢em# rovnost nastéva jediné pro |a| = |c|, coz po dosazeni zpét
do podminky da trojici (a,b,c) = (3%/5,0, —%), pro niz |a| + [b] + |c| = V4.

Hledanym minimem je tudiz ¥a.

Poznamky opravujictho. Nerovnost se ukazala byt pro vétsinu resiteld snadnou kotisti, takze
jsem za ni rozdal spousta bodi. VSechny rozumné postupy byly celkem podobné vzorovému
feSeni (dal se naptiklad zcela vypustit prvni krok a pfimo pouzit spravna kombinace AG a troj-
ahelnikové nerovnosti), nékolik lidi se po polozeni b = 0 vydalo na zhoubnou cestu vyjadifovani
jedné z proménnych z podminky pies diskriminant a nasledného derivovani, coz se ovsem nikomu
z nich nepovedlo dovést ke zdarnému konci (ztratili body za technické problémy a numerické
chyby, na coz je zapotfebi v analytickych Fesenich davat pozor). Body jsem rovnéz strhéaval za
nedostatecné zduvodnéni toho, proc se staci zabyvat pouze pfipadem b = 0.

(Danil Kozevnikov)

Uloha N3. Naleznéte vSechny funkce f : N — N takové, Ze pro kazdé z,y € N je zf(z) +
2xf(y) + f(y)? druhou mocninou celého ¢isla.

Reseni. Funkce f(x) = x pro vsechna = € N vyhovuje zadéni, jelikoz pro kazdé =,y € N plati
xf(z)+22f(y)+ f(y)? = (z+y)?. Ukazme si dva zptisoby, jak dokazat, Ze tato funkce je jedina
vyhovujici zadani.

Reseni prvé (rozdily &tverci). Na zacatek si dokdZeme jednoduché lemma:

Lemma. Pro libovolné celé éislo d # 0 a nezdpornd é&isla x, y spliujici 2 — y? = d plati
z,y < |d|[f]

Dikaz. Pro takova &isla plati |x — y| - |« + y| = |d|. Jelikoz d # 0, tak = # y, tedy |z —y| > 1.
Poté musi platit |z, |y| < |z + y| < |d].

ld|+1

Plati i silngjsi tvrzeni, kde |d| je nahrazeno <5

, ale nam bude stacit slabsi odhad.
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Uvazme funkci f spliiujici podminku ze zadani a pfipustme, ze existuje x € N, pro které
f(x) # z. Pro toto x a libovolné y € N poté dle zadani plati, ze xf(x) + 2zf(y) + f(y)? —
(x+ f(y)? = z(z — f(z)) # 0. Dle lemmatu musi platit, ze = + f(y) < |z (z — f(x))|, tedy
fly) < |z (z — f(x))| — = pro vSechna pfirozena &isla y. Tedy f nabyva pouze koneéné mnoha
hodnot. Ozna¢me tento pocet hodnot n a nejvétsi moznou hodnotu M.

Pro libovolné pfirozené ¢islo m dle Dirichletova principu existuji alespon dvé rizna pfirozena
éisla z mnoziny {m,m+1,...,m+n}, pro kterd f nabyva stejné hodnoty. Pokud ovSem z1 > x2
a f(xz1) = f(z2), tak volbou z = x1,z2 a y = 1, dostaneme, Ze

w1 f(e1) + 221 f(1) + f(1)? = (22 (22) + 222 (1) + F(1)*) = (21 — x2) (f(z1) +2f(1)) > 0

je rozdil étverct. Pokud zvolime z1,z2 z mnoziny {m,m + 1,...,m + n}, tak musi (z1 —
x2) (f(z1) + 2 (1)) < 3(n+1)M. Tedy dle lemmatu @1 f(x1)+2z1 f(1)+ £(1)2 < (3(n + 1) M)?,
ale toto rozhodné neplati, zvolime-li m = (3(n + 1)M)2, jelikoz poté bude z1 f(z1) + 2z1 f(1) +
f(1)2 >z > m = (3(n+1)M)2. To je spor z predpokladem, e f(z) # « pro n&jaké = € N.

Reseni druhé (matematickd indukce). Indukci na n ukdzeme, Ze f(n) = n.

Pro n = 1 dosadme = y = 1. Poté 3f(1) + f(1)2 je &tverec. Jelikoz (f(1) +1)? <
3f(1)+ f(1)2 < (f(1) + 2)%. Musi tedy nutné nastat rovnost v prvni z nerovnosti, coz znamena,
e f(1) = 1.

Pro n = 2 dosadme x = y = 2. Poté 6f(2) + f(2)2 je étverec. To rozhodné neni pravda,
pokud f(2) = 1, tedy f(2) > 2. Poté plati (f(2) + 2)% < 6£(2) + £(1)2 < (f(2) + 3). Musi tedy
nutné nastat rovnost v prvni z nerovnosti, coz znamena, ze f(2) = 2.

Uvazme, ted n > 2 a pfedpokladejme, ze f(n—2) =n—2a f(n—1) = n—1. Dosazenim z =
n,y =n—2ax =n,y =n—1 dostaneme, ze nf(n)+3n2—8n+4 = a® anf(n)+3n?—4n+1 = b>
pro néjaka celd nezaporna cisla a, b.

Ted ukézeme, %e b = a+ 1. Rozhodné a < b. Pokud by a+2 < b, tak 4n —3 = b —a? = (b—
a)(b+a) > 2(2a+2) = 4a+4. Poté ale a < n—1. Toto ovsem implikuje, Ze 3n2 —8n+4 < (n—2)2,
coz je ekvivalentni s n(n — 2) < 0, coz zfejmé neplati. Tedy b = a + 1.

Poté 4n —3 =% —a? = (b—a)(b+a) = 2a + 1, tedy a = 2n — 1. Z toho lze jiz jednoduse
dopocitat, ze f(n) =n. Tim je dikaz indukei hotov.

Poznamky opravujiciho. U této ulohy platilo, co fesitel, to nové feseni. Vétsina myslenek se
vydala podobnymi cestami jak dvé vyse sepsané, tedy indukci nebo vhodnymi odhady na rozdily
étverci. Mimo to se objevilo napfiklad feseni Magdalény Misinové vyuzivajici prvocisla a nebo
FeSeni Vaska Jandcka, ve kterém se postupné ukdzalo, ze f(z) < x a f(x) > x pro vSechna
pfirozena éisla z. (Pavel Turek)

Uloha C3. Vodka a Tonda by si piali vybudovat iKSlandii, kterou by chtéli poctit nejkrasnéjsi
tlohy z historie iKSka. Tonda navrhl, ze iKSlandia bude sloZena z n mistnosti vénovanych
Jjednotlivym tloham, z nichz nékteré budou propojeny jednosmérnymi chodbami. Podle Tondy
by z kazdé mistnosti i do kazdé mistnosti mély vést pravé dvé chodby. Vodka by naopak chtél
navstévnikiim ulehéit rozhodovani o cesté a z Tondova planu ponechat pro kazdou mistnost
jednu chodbu vedouci do ni a jednu chodbu vedouci z ni. Ukazte, to Vodka miiZe provést 2k
zptsoby pro néjaké prirozené k.

Reseni. Tondtv navrh iKSlandie povazujme za orientovany graf s n vrcholy, z nichz kazdy ma
pravé dvé vstupujici hrany (Sipky) a pravé dvé vychazejici hrany. Definujme neorientovany graf
H nésledovné: vrcholy H necht jsou ptivodni hrany z grafu G a necht mezi vrcholy hi, ho vede
(neorientovana) hrana, pravé pokud hrany hi, ha v G vychdzi ze stejného vrcholu nebo vchazi
do stejného vrcholu.

Ukazme, ze H se sklada z nékolika disjunktnich cykla. Cyklem budeme rozumét kone¢nou
posloupnost vrcholl hi,...,hy (k > 1) takovou, Ze vede hrana mezi hy, h1 a mezi kazdymi
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hi, hit1 proi € {1,...,k} a kromé téchto uz z vrcholii hi, ..., hy z4dné dalsi hrany nevedouﬂ
Dva cykly povazujme za totozné, vznika-li jeden z druhého pouze cyklickou zdménou indext.
Uvazujme v G libovolnou hranu h vedouci z vrcholu A do B. Z vlastnosti Tondova névrhu pak
existuje pravé jedna hrana ha # h vychéazejici z A a pravé jedna hp # h vchéazejici do B. Pak
v grafu H uréité vede hrana mezi h, h4 a mezi h, hg a z h uz zadné dalsi hrany nevedou.

Nyni pokud hg = ha, znamena to, ze hrany h i hy = hy vedou z A do B. V H tak jsou
spojeny pouze spolu a zadné s ni¢im jinym. Uzavteli jsme tedy (dvouprvkovy) cyklus. Pokud
ha # hp, pak ma h v grafu H stupenn dva. Pak ale i hy mé& stupenn dva, nebot jinak by
lezela v dvouprvkovém cyklu s h, ktera je ale vsak spojena i s hp, coz je spor. Takto muzeme
postupovat pro hranu h/ # h spojenou s hs (ta ma téZ stupen dva) apod. Nachazime tak nové
vrcholy H, z kone¢nosti se nékdy musime vratit do vrcholu, v némz jsme uz byli. Budiz g vrchol,
v némz se toto stalo poprvé. Kdyby g # h, pak uz by musel mit stupen tfi: jednou hranou jsme
do néj vesli cestou z h, jednou jsme z néj vysli a jednou jsme se do néj podruhé vratili (tato t¥eti
hrana nemftize stejné jako ta, kterou jsme pfisli cestou z h, nebot potom uz pfedchozi vrchol mél
vlastnost, podle které jsme zvolili g). Urcité tedy g = h, tedy jsme uzavteli cyklus.
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Mame tedy graf H slozeny z nékolika disjunktnich cykla. Ukazme, ze v kazdém je sudy pocet
vrchola. Hranu v H spojujici vrcholy hi, hg zakresleme plnou ¢arou, pokud hrany hi, hg v G
vchdzeji do téhoz vrcholu, a teCkovanou carou, pokud vychdzeji ze stejného vrcholu. Pozorujme,
ze plné a teckované hrany se v cyklu musi stiidat. V dvouprvkovém cyklu je jedind hrana plna
i teckovana, ale vrcholy jsou v ném dva, takze tvrzeni plati. Je-li v cyklu vice nez dva vrcholy,
pak zaddna hrana nemiize byt plna i teCkovana zaroven, a jelikoz se st¥idaji, musi jich byt sudy
pocet. Pocet hran v cyklu je ale stejny jako pocet vrcholi, tedy i vrcholu je sudy pocet.

Abychom z Tondova navrhu iKSlandie vytvorili vyhovujici Vodkav navrh, musime odebrat
hrany z G (tedy vrcholy z H) tak, aby do kazdého vrcholu vchézela i vychazela préavé jedna hrana.
V cyklech H to odpovida tomu, Ze odebereme vrcholy tak, aby kazdé hrané (teckované i plné)
zustal pravé jeden z vrcholu, které spojuje. Pak ale kdyz v ramci cyklu rozhodneme o jednom
vrcholu, zda zmizi ¢i zda zistane, jednoznac¢né to uz urci zmizeni ¢i zistani vSech ostatnich
vrcholi v cyklu (nic se nerozbije, protoze vrchola v cyklu je sudé mnoho). O jednom cyklu tak

2Pro¢ to takhle formalné vypisujeme? Chceme povolit ,cyklus“ slozeny z dvou vrcholi spo-
jenych hranou.
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muzeme rozhodnout dvéma zpusoby. Tato rozhodnuti jsou pro jednotlivé cykly nezavisla, tedy
méame celkem 2% zpiisobu, jak vyrobit Vodkovu iKSlandii, kde k je pocet rtznych cykla v H.

Poznamky opravujictho. Témér vSechna dosla feseni byla spravné a postupovala az na néjakou
ekvivalentni (a obéas vice zmatenou) formulaci stejné jako vzorak. Cést fesiteld si dala zalezet
na zdivodnéni vsech technikalii (Ze se cesty zacykli, Ze opravdu vSechny hranovrcholy rozdélime
do disjunktnich cykld apod.), zatimco jini to spiSe jen tak prohlasili ¢i odméavli. Snazil jsem se
byt shovivavy a uznavat, Ze jasné véci jsou jasné, ale nékteré extrémy z druhého typu fesitelt
si vyslouzily par ztracenych bodii. (Matéj Dolezalek)

Uloha G3. Necht E je stied kruznice pFipsané proti bodu A v trojuhelniku ABC. Body X aY
lezi na polopfimkach opac¢nych k BA, C A takovym zpusobem, ze AX EY je tétivovy ¢tyruhelnik.
Na tuseckdch BE, CE nalezneme body S a T takové, ze |LAXE| = |/BTE| a |ZAYE| =
|£CSE)|. Priisecik BT a CS nazveme K. Ukazte, ze XY, ST a EK se protinaji v jednom bodé.

Reseni. Dukaz je nechan jako cviceni pro ¢tenéafe.



