Uloha 1. Nech n je kladné celé ¢islo. Dokdzte, Ze nenulové koeficienty polyndmu

n
flan, e, wn) = [[(r1+ 22+ + 20 — k)
k=0

vieme ofarbit 2" — 1 farbami tak, aby sucet koeficientov kazdej farby bol 0 a kazdd
farba bola pouZitd aspor raz.

an
n

majme prislusni podmnozinu [n], ktord obsahuje vsetky i také, ze a; # 0. Kazdy
¢len, ktory patri do tej istej mnoziny, ozna¢me rovnakou farbou. Existuje 2" — 1
neprazdnych podmnozin [n] a nie je fazké si v8imnuat, ze kazd4 mnozina zodpoveda
aspon jednému ¢lenu s nenulovym koeficientom. Aby sme dokézali, Ze ich stacet je

0, dosadime do pre kazdd podmnozinu S do polynému z; = 1 ak z; € S a 0 inak.
O

ReSent. Vsimnime si, Ze tu nie je ziadny konstantny ¢len; pre kazdy ¢len z{*z5* ...

Uloha 2. Nech n je kladné celé ¢islo. V nekonecnej mriezke 72 je n bodov vyfar-
bengch na derveno, zatial ¢o ostatné su vyfarbené na modro. Kazdy cerveny bod
je oznaceny vzdialenostou od majblizsicho modrého bodu v tom istom riadku alebo
stlpci. Ndjdite najmensie redlne cislo o, pre ktoré siucet vsetkych oznaceni neprekroci
hodnotu 100n%, nezdvisle od n a umiestnenia cervenych bodowv.

(Pozndmka: Riadok je mnoZina bodov s danou siradnicou y a stlpec je mnoZina
bodov s danou siuradnicou x.)

Reseni. Odpovedou je %; na konstrukciu staci len Stvorec.

Pre ¢ervent bunku ¢ nech h(c) a v(c) oznacuju pocet ¢ervenych buniek v jej
riadku, resp. stlpci, vratane c. Nech R ozna¢uje mnozinu riadkov, v ktorjch sa
nachédza aspon jeden cerveny bod. Potom plati

Zlabel ) < me 0(e) <Y Vh(e(e) = > VIR D V(o).
c ReR cER

Kedze ) ..pv(c) = n pre lubovolné R, podla Jensenovej vety dostaneme, Ze prava
strana rovnice je

< S VIR = S RV =y

ReR ReER



Uloha 3. Nech ABC je trojuholnik a nech M a N oznacuji stredy useciek AB a AC.
Nech X je bod taky, Ze tusecka AX je dotykajica sa opisanej kruinice trojuholnika
ABC. Oznac¢me kruznicu prechddzajicu bodmi M a B a dotykajicu sa tisecky MX
ako wp a kruznicu prechddzajicu bodmi N a C' a dotgkajicu sa usecky NX ako wc.
Ukdzte, Ze kruznice wp a we sa pretinaji na priamke BC.

Reseni. Nech XY je druh4 dotyé¢nica z bodu X k (AMN). Potom priamka X M je
dotycnicou k (BMY), a preto bod Y lezi na wp. Nech Z je stred tisecky AY . Potom
MX je M-symetricka os v trojuholniku AMY . Kedze MZ | BY, vyplyva z toho,
7e /AMX = /ZMY = /BY M. 7 toho vyplyva, ze XM je dotyénicou k (BMY).

Podobne, we je opis trojuholnika CNY'. Kedze AMY N je tiez tetivovy, z Miqu-
elovej vety vyplyva, %e wp a wc sa pretinaji na BC. O

Uloha 4. Nech p je prvocislo a nech a a b st kladné celé ¢isla mensie ako p. Dokdzte,
ze
b
Z(_l)t(a—l)k/mﬂakm > 0.
k=1

Reseni. Celé Cislo k nazveme ,,z1é%, ak plati:

a—1)k ak
|55+ 5]
p p
Je zrejmé, ze k je z1é prave vtedy, ak existuje celé ¢islo m, pre ktoré plati:

(a — 1k <mp < ak

Ak je teda i zlé a j je zlé, zrejme je zlé aj i + j. Ak teda existuje celé ¢islo b také, ze

sucet:
b

Z(_l)t(a—l)k/pjﬂak/m <0

k=1
Potom existuju i, j také, ze i + 7 = b+ 1 a obidve 7 aj j st zlé, takze b + 1 je zlé a
indukciou je p zlé. Je vSak zrejmé, Ze p nemoze byt zlé, ¢o je spor. O



