Uloha 1. Niekolko cerpacich stanic rozmiestnengjch na okruinej trase md dokopy
prdve tolko benzinu, kolko staci jednému autu na absolvovanie celej okruznej jazdy.
Dokdzte, Ze ak zacnete na sprdvnej stanici s prazdnou nddrzou, budete schopni prejst
celi trasu dookola.

Resend. Predstavte si, Ze mate velkii nddrz s dostatkom benzinu na celtt okruznt
jazdu a zaroven dost miesta na to, aby ste po ceste mohli vyprazdnif kazdu ¢erpaciu
stanicu. Zacnite na lubovolnej stanici a pocas jazdy okolo si zapisujte mnoZstvo
benzinu v nadrzi vzdy pri prichode na cerpacie stanice. Na konci cesty, ked dorazite
spaf na vychodiskovil stanicu s povodnym mnoZstvom benzinu, skontrolujte svoj
zoznam. Stanica oznacend najmensim ¢islom je ta, z ktorej chcete zacat s prazdnou
nadrzou.
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Uloha 2. Styri lode sa plavia po dvojrozmernej planéte. KaZdd lod sa pohybuje po
priamke konstantnou rychlostou. Ziadne dve lode sa nepohybuji navzdjom rovnobe-
Zne. Ich cesty sa zacali kedysi v ddvnej minulosti. Niekedy sa dvojica lod? zrazi. Lod
pokracuje vo svojej ceste aj po zrazke. Je vsak dostatocne pevnd na to, aby preZila
iba dve zrdzky; pri tretej zrazke zanikne. Situdcia je pochmairna. Pt zo Siestich mo-
Znych zrazok sa uz odohralo (Ziadna zrdzka nezahiriala viac nez dve lode) a dve lode
st vyradené z prevadzky. Aky osud cakd zvysné dve?

Reseni. Nech os z oznacuje ¢as. Nech osi  a y oznacuju dvojrozmernti planétu.
Potom st $tyri trajektérie priamkami. KedZe ziadna zrazka nezahfiiala viac nez dve
lode, tieto $tyri priamky musia vSetky lezaf v jednej rovine. Siesta zrazka je teda
ista.
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Uloha 3. Po kruhovom rybnicku pldva kacicka. Na obvode ¢iha liska, ktord je Styri-
krdat rychlejsia, ale boji sa vody. Kacicka chce liske ujst, no vzlietnut vie iba zo sise.
Dokdze liske uniknut?

Reseni. Ano. Nech ma rybnik polomer R a kacicka rychlost v. Liska ma rjchlost 4v.
Kacicka najprv plava po malom kruhu so stredom v strede rybnika a polomerom
sa vie dostat presne oproti nej. Potom vyrazi priamo k najbliz§iemu brehu. Musi
preplavat menej nez 3R/4, kym liska musi obehntit polkruh dizky wR. Casy st teda
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Kedze 3 < 7, kaci¢ka dorazi na breh skor a unikne.

Uloha 4. Nech 1 < aj < ag < --- < ag < n si celé ¢isla, pricom £ > (n + 1)/2.
Potom existuji indexy 1 <i < j <k </ take, Ze

ai+aj = ak.

Reseni. Polozme A = {ay,as,...,a;} a B=A—a; = {as—ai,a3—ay,...,a;—ai}.
Mnoziny A aj B st podmnozinami prvych n prirodzenych ¢isel. Kedze

|A|+ |B|=(+ (£ —1) > n,

musia mat neprazdny prienik. Teda existuju j, k také, Ze a; = ar, — a1, kde 1 < j <
k < {. Preto aj + aj = a. Staci teda vziat ¢ = 1, ¢im je tvrdenie dokazané. O

Uloha 5. djdite vsetky kladné celé ¢isla n, pre ktoré mozno vietky kladné delitele
¢isla n vlozit do policok obdlznikovej tabulky tak, aby platilo: kazdé policko obsahuje
in€ho delitela, sicty vo vietkijch riadkoch si rovnaké a sicty vo vsetkych stlpcoch si
rovnake.

Reseni. Nech ma tabulka a riadkov a b stipcov, kde a > b. Ak b = 1, potom kazdy
riadok obsahuje len jedno ¢islo, takZze rovnost riadkovych siuctov je moznd iba pre
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nez n/b je najviac b — 1: ku kazdému takému delitelu d patri delitel n/d < b. Kedze
a > b > b— 1, existuje riadok bez takéhoto velkého delitela. VSetky jeho prvky si
teda najviac n/b, a preto ma stcet najviac b- § = n, spor.

Ostava teda iba n = 1, ktoré zjavne vyhovuje. O



