Uloha 1. Pre lubovolné dve kladné celé ¢isla n > m dokdste
2nm

\/n—m’

kde [x,y] znacéi nagmensi spoloény nasobok éisel x,y

[m,n]+[m+1,n+1] >

Regend. Nech (x,y) zna¢i najviicsieho spoloéného delitela , y. Nasledne plati znamy
vztah [z,y] = (;’jg). Nech d; = (m,n) = (myn—m) ads = (m+1,n+1) =
(m + 1,n — m). Vidime, z Euklidovho algoritmu, ze d; aj dy delia n — m ale st
navzajom nesudelitelné, lebo di | m a do | m + 1, ¢ize dids | n — m. Ked dame nase
pozorovania dokopy tak dostdvame pomocou AG nerovnosti dokazovani nerovnost:

mn (m+1)(n+1) = <1+1> - 2mn - 2mn
d1 dz d1 d2 - \/dldg o \/n—m’
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Uloha 2. V trojuholniku ABC oznacme E,F postupne pity visok z vrcholov B a C.
Nech bod X lezi na priamke BC. Predpokladajme, Ze kruznica opisand trojuholniku
BEX a priamka AB sa pretinaju druhykrdt v bode Y a kruznica opisand trojuholniku
CFX a priamka AC sa pretinaji druhiyjkrdt v bode Z. Dokazte, Ze kruznica opisand
trojuholniku AY Z sa dotyka viysky z vrcholu A.

Regend. Uhlime orientovane modulo 180° a (ABC) znaéi kruznicu opisant ttvaru
ABC'. Nech P je prieseénik (BEX) a (CFX). Podla vety o poten¢nom strede kruznic
(BFEC),(BEX),(CFX)sa BE,CF, PX pretinaji v jednom bode, ¢o aj znamen4,
ze P, H, X sa kolinearne. Dalej plati, ze P lezi na (AEHF), pretoze

AFPH = AFPX = AFCX = A{FCD = {FAD
Nakoniec si vSimnime, Ze A,Y, P, Z leZia na kruZnici
LZPY = LZPX+AXPY = LZCX+AXBY = LACB+£{CBA = LCAB = LZAY.
Z ¢oho vieme

APYA=4KPYB=APEB=APFEH ={PAH

¢o nam podla vety o tsekovom uhle dédva dokazované tvrdenie. O



Uloha 3. Kolko najviac krdlovien vieme umiestnit na Sachovnicu 1213 x 1213 tak,
aby kazdd krdlovnd ohrozovala nanajvys jednu dalsiu?

Reseni. Dokaz uvadzame len pre ¢ast 2. Tvrdim, e maximum je 1617 kralovien.
Uvazujme bipartitny graf riadkov a stipcov. Riadok a stlpec st spojené hranou, ak
je v nom kréalovna. Podla podmienok je kazdy stuvisly komponent strom a obsahuje
najviac 3 vrcholy. Nech V| E je pocet vrcholov, resp. hran. Nasledne F < [%VJ =
L% -2426| = 1617. Kedze kazda hrana v grafe je kralovnou v tabulke, v tabulke je
najviac 1617 kralovien. Teraz prejdime ku konstrukcii. Rozdelme si tabulku na 6 x 6
tabuliek 201 x 201 a dva obvodové pasy hribky 6 a 1. Do niektorych z 201 x 201
umiestnime 201 kralovien nasledovnym spdsobom:
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Nésledne umiestnime takto umiestnenych 8 kralovien do $tvorcéeka 6 x 6 v obvodovom
pasiku.
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Celé to nasledne dame takto dokopy:

201 201 _201_201 201201

Do modrych poli¢ok 201 x 201 umiestnime 201 kralovien. Do ¢erveného 6 x 6 dame
8 a do zeleného 1. O



