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RieSenie 5. série
Uloha G5. Let ABC be a triangle inscribed in a circle w and P a variable point on the arc BC

of w not containing vertex A. Denote by I, J the incenters of triangles PAB, PAC), respectively.
Prove that as P varies,

(a) the circles with diameters I.J all have a common point,
(b) the midpoints of the segments I.J all lie on a single circle,

(c) the circumcircles of the triangles PIJ all have a common point.

Riesenie. Stredy kruznic vpisanych trojuholnikom ABC, BC'P ozna¢me postupne K, R. Svré-
kove body! trojuholnika ABC prislichajice A, B, C oznaéme S4, S, Sc.

(a) Hladany bod je K. Toto vyplyva priamo z Japanese theorem, ktord hovori, ze KIRJ je
obdlznik. Na dokaz tejto vety staci pouéit’ iba zndmu vec, ze A, K, I, Ba A, K, J, C lezia na
kruzniciach k¢, kp so stredmi S¢, Sg. Dalej je to jednoduchy angle chasing.

(b) KedZe uhloprie¢ky v obdlzniku sa rozpoluji, z uz spomenutej Japanese theorem vyplyva,
ze stred IJ je zaroven stred K R. Teraz nacrtneme viacero ciest k rieseniu:

(i) Kedze trajektoria stredu IJ je obraz trajektérie bodu R v rovnolahlosti so stredom v bode
K a koeficientom %, tvrdenie je zrejmé, lebo velkost uhla BRC je konstantna.

(ii) Osi tseciek KI a KJ st na seba kolmé. Navyse prechz@dzajﬁ po rade bodmi S¢, Sp a
teda stred IJ sa pohybuje po kruznici nad priemerom S¢, Sp.

(iii) (podla Davida Hrusky) Body I, J sa pohybuja po kruzniciach k¢, kp rovnakou uhlovou
rychlostou a rovnakym smerom. Preto stred I.J lezi na kruznici.?

(c) Pontkame dve riesenia riesitelov. Obe maju spolo¢né, ze vyuzivaju Spiralku.

(i) (podla Davida Hrusky) Ozna¢me S’; anti-Svrékov bod® a Y prienik S K s w rézny od
S’,. Potom zrejme | BY K| = |<KYC| a |$BKC|+|¥XBY K| = 180°. Navyse |{BIK| =
|XKJC|, takze v $pirdlovej podobnosti so stredom v Y sa zobrazi nie len use¢ka BK na
use¢ku KC, ale aj obluk kruznice ko na oblik kg nad tymi tGseckami (samozrejme tie,

ktoré neobsahuji bod A). Dalej sa zobrazi bod I na J, kvoli uz spominanej rovnakej
uhlovej rychlosti bodov I, J. Teda

|4IYJ| = |4BYK| = [¢KYC| =

BY K KYC BPC
[SBYKI 43RO [5BPCL |y,

2
a hladany bod je Y.

(ii) (podla Tondy) Nech H je druhy priese¢nik kruznice opisanej IJP s w. Trojice bodov Ss,
I, P aj Sc, J, P st kolinearne, preto H je Miquelov bod stvoruholnika 1JSBSc, a teda
stred $pirdlovej podobnosti zobrazujiuci HISc na HJSp. Odtial

|HSc| _ |ScI| _ |ScA|
|HSg|  |SBJ|  |SBA]

ISvrékov bod v trojuholniku XY Z prislichajici vrcholu X je stred oblika Y Z opisanej
kruznice neobsahujiceho X.

2To, ze stred bodov pohybujicich sa po kruznici tym istym smerom rovnakou uhlo-
vou rychlostou sa pohybuje tiez po kruznici vidno asi najlahSie z komplexnych ¢&isel, kedze
z14r1et®tzgtrgel? _ z1t22 + r1tr gig,

2 2
3Anti—%vrékov bod je obraz Svrékovho bodu v stredovej siimernosti podla stredu prislusne;j
opisanej kruznice.
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Kedze body A, Sc, H, Sp st navzajom rozne (rozmyslite si), tvoria harmonicky stvor-
uholnik.* Nakolko AH je symediana trojuholnika AScSp, bod H je hladany pevny bod.

Pozndmky opravujiceho. Konfiguricia v tilohe je velmi zndma a ¢asto sa vyskytujtca v olym-
piddach, naposledy napr. na CPS 2012. Hladany bod Y v &asti (c) je okrem iného dotykovy bod
mixti kruznice®. Na zorientovanie sa v konfiguracii odpori¢am ¢lanok Lemmas in Euclidean
geometry na stranke http://yufeizhao.com/olympiad.html. (Filip Sladek)

Uloha A5. Letn > 2. Given that x1, . . .,z are positive real numbers satisfying xf—i—- etz =1,
determine (in terms of n) the minimal possible value of the expression

5

1 %5 +Zk 13716

Riesenie (podla Davida Hrusky). Zadany vyraz oznacme V. Podla Hélderovej nerovnosti

" <i —r?wjg?z;lzj) | <(Z ) Zx > > <éx?>3=1,

=1 =1

odkial mame odhad V > m, kde S = > | x;. Z KA-nerovnosti S < /n, takze V >
ﬁ. Tento odhad sa aj nadobuda pre 1 = --- =z, = ﬁ Pre uplnost dodajme, Ze vsetky

pouzité vyrazy boli kvoli podmienkam v zadani kladné a nerovnosti preto korektné. Specidlne
overme roznasobenim vyrazu S, ze S > 1.

Pozndmky opravujuceho. Prislo vela roznych rieSeni, ktoré ale v principe vSetky pouzivali CS
zlomkobijca (v anglickej literatire Titu’s Lemma), alebo Holdera, ¢o je zase len zovSeobecneny
Cauchy-Schwarz. (Filip Sladek)

Uloha N5. Let n > 2 and let P(x) = a™ + an_12" 1 4+ ... +aix + 1 be a polynomial with
positive integer coefficients such that ap = an_j for k = 1,...,n — 1. Prove that there exist
infinitely many pairs (z,y) of positive integers such that both x | P(y) and y | P(z).

Riesenie. Dvojica (1, P(1)) vyhovuje, pricom 1 < P(1). Ak teraz = < y a dvojica (z,y) vyho-
vuje, vytvorme dvojicu (y, P(y)/x). K dokonéeniu riesenia zrejme staci ukazat, ze nova dvojica
vyhovuje a je v sticte vacsia. To spravime v nasledujucich krokoch.

(i) P(?J) EN

() y+ 20 >y v 5y qg,
P
W | p(y),

(iv) P(y) =1 (mod y) a &isla « a y st nestudelitelné, preto mézeme pisat

a dopocitame P (#) =P ()= z% - P(z) =0 (mod y).

sz) =1 (mody)

T

4Harmonicky $tvoruholnik mézme ekvivalentne definovat ako tetivovy $tvoruholnik s vlast-
nostou (i) spojnice lubovolného bodu kruznice s danymi Styrmi bodmi vytvaraji harmonicky
zvizok, (i) ac = bd, teda suciny dizok protilahlych stran sa rovnaju, (iii) uhlopriecky st syme-
diany.

5 Anglicky mixtilinear circle
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Pozndmky opravujiceho. Ak je tilohou dokazat existenciu, najlahsia cesta je skonstruovat to :)
(Filip Slédek)

Uloha C5. Czechoslovakia is a country with at least one village in which some pairs of villages
are connected by roads. Mirek the baker founded his M-Bakery company and wants to build
stores in several villages (at most one store per village) in such a way that every citizen of
Czechoslovakia who can’t buy M-croissants in their own village can buy them in one of the
neighbouring ones. Prove that the number of ways to do so is odd.

Reseni. Mnoziné vesnic, do které kdyz umistime M-pekarny, splnime zadani, budeme fikat
vyhovujici.

Podivame se na poéet vSech uspofadanych dvojic disjunktnich mnozin vesnic (X,Y) ta-

kovych, ze mezi X a Y nevede zadné cesta. Tento pocet je lichy, jelikoz muzeme dat kazdou
takovou dvojici do paru s obracenou dvojici s jedinou vyjimkou — dvojice prazdnych mnozin.
Nyni zkusme dostat tento pocet jako soucet pres vSechny mozné mnoziny X. Pokud je X vy-
hovujici, mdme jedinou moznost (lichy pocet!), jak zvolit Y — prazdnou. V opa¢ném p¥ipadé je
pocet moznosti 2™ (sudy pocet!), kde n je pocet vesnic, které nesousedi s X (ani v ni nelezi).
Aby tento souéet vysel lichy, musi byt lichy i po¢et vyhovujicich mnozin.
Poznamky opravujictho. Kdyz jsem si tlohu fesil j&, zkusil jsem na ni z hlavy postvat PIE
(princip inkluze a exkluze) nebo indukci, ale ani jedno mi jednoduse nevyslo. Tak jsem si zbabéle
fekl o feseni. Aj, e jsem si s tim nehral o chvili déle. .., Vzdyt je to tak jednoduché. Slo na ten
trik prijit? Prijdou na to nasi resitelé?“ premital jsem.

Po dobu velkych cen jsem se snazil piesvédCovat feSitele, at se této tlohy neboji, avsak
ptisla béhem nich pouze dvé feSeni, obé postavend na PIE a indukci. Jen byla ponékud delsi
nez to vzorové. Z toho jsem usoudil, ze na trikové Feseni pfijit asi bohuzel neslo. Zvrat nastal
az pii opravdovém deadlinu, kdy ndm dvé minuty pfed ptlnoci pfisla feSeni od Xellose, spolu
se vzorovym C5.

Pane jo! Jak se mu to povedlo? Jeho odpovéd na tuto otdzku mé pobavi, kdykoli si na ni
vzpomenu: ,,C5 som dal cez tyzden-dva sustredenia sa na prazdnu mnozinu a moment oziarenia
par hodin pred deadlinom :D*

A pak Ze teorie mnozin neni nabozenstvi. (Mirek Olsék)



