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ResSeni 3. série

Uloha C3. Je ddno pfirozené é&islo n. Z kazdé posloupnosti n nul a jednicek vyrobime rovno-
stranny trojuhelnik z nul a jednicek tak, ze vzdy do nasledujiciho Fadku mezi ¢isla x a y napiseme
z 4y (mod 2). Napf. pron =5 a posloupnost 01101 bude vysledny trojihelnik vypadat takto:

01 1 01

Urcete pocet posloupnosti nul a jednicek délky n takovych, ze v kazdém radku takto vzniklého
trojuhelniku bude sudy pocet jednicek.

Reseni. Kedze v trojuholniku sa vyskytuju iba jednotky a nuly, parny pocet jednotiek v riadku
trojuholnika je ekvivalentny s tym, ze sucet riadku je parny.

Riadky si o¢islujme odspodu, teda tak, zZe riadok 1 je najspodnejsi a riadok n najvrchnejsi.
Plati nam, ze riadok cislo 7 obsahuje presne i Cisel.

Majme teraz dva susedné riadky m a m+1 a ozna¢me hodnoty v kratSom (spodnom) riadku
a1 aZ am a hodnoty v dlhsom (hornom) by aZ by, +1. Pre vSetky ¢ od 1 do m plati a; = b; +b; 41,
¢im hovorime, ze kazdé ¢islo je siétom dvoch éisel nad nim v trojuholniku. Ked s¢itame vSetky
a;, dostaneme

0=a1+ax+-+am= (b1 +b2)+ (ba+b3)+ -+ (b + bmt1) = b1 + bmy1 (mod 2).

Nekrajné ¢leny horného riadku prispievaji do su¢tu spodného riadku (ktory je parny) dva-
krat — raz sa pricitaju do ¢lena vlavo dole a raz do ¢lena vpravo dole. Krajné prispievaja iba
raz. Ak je stcet spodného riadku péarny, znamend to, ze prvy a posledny ¢élen horného riadku
maja parny sucet, a teda st rovnaké.

Tato Gvahu vieme urobit pre vSetky riadky 1 az n — 1 trojuholnika a dostat tak, ze kazdy
z riadkov 2 az n ma krajné ¢leny rovnaké. Plati to aj pre posledny riadok, pretoze pren je prvy
a posledny clen jeho jediny clen.

Ked pozname krajné ¢leny a spodny riadok, vieme cely horny riadok dopocitat. Postupujeme
z niektorého kraja a pozname vzdy jeden séitanec a stcet, takze vieme dopocitat druhy séitanec
(modulo 2).

Teraz moézeme indukciou ukazat, ze vSetky riadky trojuholnika vyhovujaceho zadaniu st sy-
metrické (palindrémy) a navyse neparne riadky maju v strede nulu. Neparny riadok mé neparnu
dizku a ak je symetricky a ma parny stcet, v jeho strede musi byt parne é&islo (nula). Vietky
ostatné ¢leny totiz vieme poparovat postupujic z kraja, vzdy sparujeme dve rovnaké hodnoty.
Len pridanie nuly vie vyrobif parny stcet. Staci teda dokazovat symetrickost.

Pre riadok m = 1 tvrdenie plati, musi obsahovat ¢islo 0, aby mal parny stucet. Jednoprvkova
postupnost je symetricka.

Predpokladajme teraz, ze plati pre riadok m a dokdzme ho pre m + 1. Krajné ¢leny riadku
m+1 st rovnaké a ukazali sme si, Ze ostatné ¢leny vieme dopoéitat. Zo symetrie spodného riadku,
rovnosti krajnych ¢isel a symetrie s¢itania plynie, ze aj riadok m 4+ 1 bude symetricky. Zhodnym
vypoctom spocitame druhy a predposledny ¢len, potom zhodnym vypoctom spocitame treti a
predpredposledny a tak dalej. Vsetky riadky trojuholnika teda musia byt symetrické.

Dalej ukazeme, ze vietky trojuholniky vyrobené zo symetrickej postupnosti dizky n (s nulou
v strede pri neparnom n) vyhovuji zadaniu. Stcéet kazdého takéhoto riadku je zrejme parny
(opit parujeme ¢leny). Z riadku vieme vypoditat nasledujuci a vdaka symetrii riadku a symetrii
s¢itania musi byt symetricky aj ten nasledujuci riadok. Ak ma neparnu dizku, jeho stredny ¢len
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vznikol s¢itanim dvoch strednych &lenov symetrického riadku parnej dizky, teda dvoch rovnakych
éisel, ¢ize je rovny 0. VSetky riadky vyjda symetrické, neparne maju v strede nulu, takze sucty
su vSade péarne.

Ostava urcit pocet moznosti. Potrebujeme vyrobif symetrickii postupnost — pre parne n
vieme uréit polovicu postupnosti lubovolne, druhé je tym jednoznac¢ne urcena; pre neparne n
musime dat do stredu nulu a volime polovicu zvysku. Pre kazdu poziciu mame dve moznosti,
takZe podet moznosti je QL%J, kde |z]| je dolnd celd cast ¢isla x.

Poznamky opravujictho. V&cSina rieSeni postupovala podobne ako vzorové riesenie. Pri rieSeni,
akym je toto, je dolezité aj zdovodnit, ze vsetky symetrické postupnosti naozaj vyhovuja. Prva
Gast totiz dokazuje len to, Ze postupnost musela byt symetrickd (ide len o jednu implikédciu, nie
o ekvivalenciu).

Niektoré riesenia v indukcii rovno dokazovali, Ze pocet moznosti sa dvakrat zvysi pridanim
riadku parnej dlzky a nezmeni sa pridanim riadku neparnej dlzky. V takom pripade nepoéitame
pocet symetrickych postupnosti dlzky n, ale uz priamo dokazujeme poéet moznych trojuholni-
kov, takze netreba dokazovat, ze vietky symetrické postupnosti vyhovuju. (Michal Stanik)

Uloha G3. Je dén trojihelnik ABC. Na ose tthlu BAC zvolme bod T # A a kruznici nad
prumérem AT ozna¢me a. Strana AB protind o v bodé D # A a kruznice 8 se dotyka o v bodé
D a navic prochazi bodem B. Obdobné AC protind o podruhé v E a nasledné se kruznice
dotyka o v E a prochazi bodem C. Primka BC' nyni protina kruznici 8 v bodé K # B a kruznici
~v v bodé L # C. Dokazte, ze |TK| = |TL|.
Reseni. Oznaéme jako X bod lezici na o takovy, ze AX || BC.

Uvazme stejnolehlost zobrazujici kruznici S na kruznici . Dokézeme, ze K se zobrazi na
X. Protoze se tyto kruznice dotykaji v bodé D, je D stfedem této stejnolehlosti. Obraz bodu B
je pruse¢ik BD s a, tedy A. Obraz pfimky BC musi byt s BC' rovnobézny a zaroven prochazet
bode A. Je to tedy pfimka AX. Protoze K je prusecikem 8 a BC riuznym od B, musi byt jeho
obraz pruseéikem « a AX ruzny od A, coz je X, jak jsme chtéli (poznamenejme, ze kdyz je
trojuhelnik ABC rovnoramenny, tak X = A a AX je te¢na k a a K = B, nebot 8 nema s BC
jiny pruseéik).
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Obdobné dokazeme, ze se na X ve stejnolehlosti zobrazujici v na a zobrazi L. Tato stejno-
lehlost ma stied E.

Protoze AT je primér o a X € «, plati TX 1L AX || BC, tedy TX L BC. Z obvodovych
ahly, toho, ze X, D a K lezi na primce, obdobné X, E a L lezi na pfimce, a ze T lezi na ose
thlu BAC, plati

|<TXK| = |<TXD| = |<TAD| = |<TAE| = |<TXE| = |<TXL|.

Pifimka T'X je tudiz v trojahelniku X KL zaroven vyskou a osou thlu, tudiz tento trojuhel-
nik musi byt rovnoramenny. Piimka T'X je také osou strany KL, takZe i trojuhelnik TKL je
rovnoramenny a |T K| = |TL|, jak jsme chtéli.

Poznamky opravujictho.  Vétsina fesitelt tlohu néjakym zptsobem vytuhlila, coz bylo sice
mozné, potom se ale musi fesit rizné poradi bodu B, C, K, L na pfimce, bud rozborem piipadii
nebo pouzitim orientovanych uhla. Také to vyzadovalo daleko vice pocitani nez vzorové Feseni.
Nékolik feseni postupovalo stejné jako vzorové. (Magdaléna Misinova)

Uloha A3. Najdéte vsechny funkce f : R — R, pro néz plati, ze kdykoliv realna cisla a, b, c
spliiuji a + f(b) + f(f(c)) = 0, pak i

f(@)® +bf ()2 + P f(c) = 3abe.

Reseni. Vsetky dosadenia spliiaji podmienku v zadani.
Na zac¢iatok podme dokazat f(0) = 0.

Dosadzujeme:
[=£(0) = £(£(0)),0,0] F(=£(0) = £(£(0)))* =0

ozna¢me s = —f(0) — f(f£(0)):
[~ F(£(0)),5,0] F=f(F())° =0

ozna¢me t = —f(f(0)):
[—£(0), s, 5] F(=£(0))% = 3(—f(0))s (1
[~ £(0),5,1] F(=1£(0))* = 3(=£(0))st (2)
[—£(0), 2, 1] F(=£(0))* = 3(=f(0))¢ ®3)

Vsimnime si, ze Tavé strany su rovnaké a pravé velmi podobné a teda je tam silné podozrenie,
ze s = t alebo f(0) = 0. Naozaj, kombinéciou rovnic [(1) — 2 * (2) + (3)] a upratanim ¢lenov
ziskame:

FO)(t—5)*=0
F0)(F(0)* =0
a teda naozaj f(0) = 0.
Dalej sa zaoberajme iba pripadmi z # 0 a podme dokazat f(f(z)) = z,Vx € R alebo
f(z) = 0,vz € R.
Dosadzujme s vyuzitim f(0) = 0:
[—f(f(=)),0,2] F(=F(f(@))?® +2*f(z) =0 (4)
[(—f(f(®)), f(=),0] F=F(f@))? + f(@) f(f(2)* =0
od¢itanim rovnic ziskame:
f@)(@® - f(f(2))*) =0
3
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teraz mame 2 moznosti.
Predpokladajme najprv, ze existuje u # 0, f(u) = 0.

[~ f(z),,0] f(=f@)?+zf(z)?=0
[—f(z), ,4] F(=F(@)* +af(2)? = 3(— f(z))uz

odc¢itanim rovnic ziskame

0 =3(—f(z))uz
Kedze u # 0,z # 0, tak f(xz) = 0,Vz € R, ¢o je naozaj aj jedno riesenie.
Teraz sa zaoberajme f(z) # 0 pre z # 0, z ¢oho vyplyva f(f(z)) = x2. Nech f(f(x)) = —=z,
zo (4) mame
F=F(f(@)))® +2*f(2) = 0
f@)® +a22f(x)=0
f@)?+22=0
a to je spor s x # 0, preto plati f(f(z)) = =.

f(f(x)) = « implikuje, Ze f je bijektivna a teda moézeme upravit zadanie na iny tvar sub-
stituciou d = f(b):

at+d+c=0 = f(a)®+d>f(d)+*f(c) = 3af(d)c

Vidime, ze zdmenou d a c sa lav4 strana rovnice nemeni a aj to vyuzijeme dosadenim [—z—y, z, y],
[~z — y,y,z] a porovnanim pravych stran:

3(—z—y)f(@)y =3(-z—y)f(y)r
(z+y)(f(x)y — fly)x) =0

dosadenim x # —1,y = 1 dostavame:

f(@) ==f(1)
pripad z = —1 vyriesime dosadenim z = —1,y = 2:
F(=1)2=—1f(2) = —1x2f(1)
f(=1) =—-17(1)
a teda f(z) = cx,Vo € R. Z f(f(x)) dostdvame ¢ = £1 a kandidatov f(z) =z a f(z) = —=, ¢o
st spolu s f(z) = 0 vSetky rieSenia zadania. (Miro Psota)

Uloha N3. Pro pfirozené ¢islo n > 1 oznaéme nejvétsi prvocislo, jez déli n, jako F(n). Dvo-
jici riznych prvocisel {p, q} nazvéme sladénou, pokud pro néjaké pfirozené ¢&islo n > 1 plati
F(n)F(n + 1) = pq. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho dvojic ruznych prvodéisel, které
nejsou sladéné.

Reseni. Nesladéné dvojice prvoéisel budeme hledat ve tvaru {2, ¢}. Zaéneme lemmatem, které
nam umozni pouze zkoumat ¥ady 2 modulo rizné prvocisla. P¥ipometime, Ze pro p { a 7dd a
modulo p je to nejmensi pfirozené &islo k spliujici a® =1 (mod p). Znacime ordy(a) = k.
Lemma 1. Necht pro licha prvoéisla p > ¢ plati ord,(2) = ordg(2). Potom dvojice {2, ¢} neni
sladéna.
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Diikaz. Pro spor necht je {2, q} sladéna. Jelikoz 2 je nejmensi prvoéislo, F(n) = 2 muZe platit
pouze pron = 2. Z F(n)F(n+1) = 2q je tedy n rovno 2* nebo 2F—1, takze mame q = F(2F£1).

Nejprve uvazujme q = F(2% —1). Pak uréité ¢ | 2% — 1, co# je z vlastnosti ¥f4du ekvivalentni
ordy(2) | k. Pak ale i ord,(2) | k, takze p | 2 — 1. Pak tedy ¢ neni nejvétsi prvociselny délitel
2k — 1, coz je spor.

Podobné vyiesime piipad ¢ = F(2F + 1). Potom plati ¢ | (2F + 1)(2% — 1) = 22k — 1, takze
ordg(2) | 2k, ale zaroveti ordg(2) t k (diky 2 = —1 # 1 (mod q)). To znamen4, Ze plati totozné
vztahy pro ord,(2). Tudiz p | (2% +1)(2F — 1), ale pt 2F — 1, coz uz znai p | 2% + 1. Opét tedy
mame spor, coz uz dohromady znaéi, ze dvojice {2, ¢} neni sladéna. O

Nyni tedy staci najit nekone¢né mnoho dvojic prvocisel, modulo kterd ma 2 stejny fad. Ty
najdeme jako prvoéinitele 22" + 1 pro velkd prvoéisla r.

Lemma 2. Je-li r liché prvocislo a 227 + 1 je nasobkem prvoéisla q > 5, pak ordq(2) = 4r.

Drikaz. Obdobné jako v dikazu prvniho lemmatu mame q | 24" — 1, ale q { 22" — 1. To znamen4
ordg(2) | 4r, ale ordg(2) { 2r. Z prvociselnosti r mé 4r pravé Sest délitela 1, 2, 4, r, 2r a 4r.
Z podminky ordg(2) t 2r jsou vyloucena 1, 2, r a 2r, takze zbyva jen 4 a 4r. Kdyby vsak
ordg(2) = 4, znamenalo by to ¢ | 2 — 1 = 15 = 3 - 5, coz vzhledem ke ¢ > 5 nemtiZe platit.
Nutné tak ordg(2) = 4r. O

Nyni tedy stadi dokézat, ze pro dostateéné velkd prvoéisla r mé 227 + 1 alespoii dva rtizné
prvociselné délitele vétsi nez 5. Nejprve vyfesme, jak moc mize byt 227 4+ 1 délitelné malymi
prvocisly. Je to liché ¢islo a modulo 3 dava zbytek 2. Pro pétku pouzijeme Lifting the exponent
lemma: z néj pro liché prvocislo r > 5 dostaneme

v5(22" 4+ 1) =vs(4" + 1) =wvs(4+ 1) +vs(r) =1+0 = 1.
Tedy 5-valuace je omezend, takZe pro velkd prvoéisla r bude mit 227 + 1 prvoéiselné déli-

tele vétsi nez 5. Zbyva tak ukédzat, Ze bude mit alespon dva razné takové prvociselné délitele.
Z identity Sophie Germain mame rozklad

22”+1=14+4~(2%1)4= (1+2-2%1 +2.2'"—1) (1-22%1 +2.2T—1>:
=(2T+2%+1> (2T72TT+1 +1).

Pro r > 5 jsou urcité obé zavorky vétsi nez 5. Z omezené 5-valuace tedy musi kazda mit né€jakého
prvociselného délitele vétsiho nez 5. Kdyby to pro spor byl ten samy prvociselny délitel g, nutné
by délil také

r+3
2 b

r+1 r+1
(2427 +1) = (27 —2F +1) =2
coz je mocnina dvojky. To je spor, kazda ze zavorek v rozkladu tak musi mit jiného prvociselného
délitele vétsiho nez 5.

Kazdé takové 227 + 1, kde 7 je nékteré z nekoneéné mnoha prvoéisel vétsich nez 5, nam tak

dava dvojici raznych prvoéisel p > g takovych, ze ord,(2) = ordq(2) = 4r. Potom dvojice {2, ¢}
neni sladénd. Kazdé takové g ziskané z r ma ordq(2) = 4r, takze specialné jsou takto ziskand ¢
pro ruzna r také rtizna. Tim mame jistotu, ze zadné g nedostaneme vicekrat.
Poznamky opravujictho. Vétsina doslych feseni v riznych podobach odhalila, ze se vyplati
zaméFit se na dvojice {2, ¢} a ze se hodi mit dvé prvoéisla p > ¢ s rovnosti ord,(2) = ordq(2),
nebo aspon s délitelnosti ord, (2) | ordq(2), za coz je chvalim. Konstrukci vhodnych dvojic (p, q)
vSak tuspésné dotahl malokdo. Néktera feSeni skondila na tom, Ze u nékterych sikovnych mnozin
éisel (tfeba slozend Mersennova éisla s prvociselnymi exponenty nebo prvocisla Sophie Germain)
se nevi, zda jsou nekonec¢né.

Jedno feSeni téz tlohu uspésné zdolalo pomoci prvociselné véty a analytickych odhadid na
F(2™ £1). (Matéj Dolezélek)



